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$1 Einleitung

Oftmals werden neue numensche Methoden zunächst auf Modellprobleme
angewendet und dabei deren Effizienz getestet. Obwohl es dann häufig naheliegend ist,
daß sich die Algorithmen dann "im Prinzip" auch auf verwandte komplexere Probleme
übertragen lassen, ist die Realisierung sowohl theoretisch (Ubertragen der Sätze und
Beweise) als auch programmiertechnisch sehr aufwendig"
In der vorliegenden Arbeit wud versucht, ein reales physikalisches Problem aus der Strö-
mungsmechanik mit modernen numerischen Methoden zu lösen. Sie wurde angeregt
durch einen Vortrag von Dr. E" Bäuerle über die Eigenschwingungen von Seen,
insbesondere des Bodensees. So berichtet der Chronist Schulthaiss aus Konstanz im
Jahre 1549 über das ,,Wunder anloffen wassers" [18], wie der Rhein bei Konstanz
damals mit einer Periode von etwa fünfzehn Minuten einigemale flußaufwärts und dann
wieder flußabwärts floß. Bäuerle hat in [2] versucht, diese Eigenschwingungen, auch
seiches genannt, zu berechnen, indem er ein Differenzenverfahren zur Diskretisierung
der relevanten partiellen Differentialgleichungen (vgl. $ 2) verwendet hat und die
Eigenwerte der entstandenen Matrix als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
berechnet hat. Nun sind aber Differenzenverfahren für komplizierte Gebiete ziemlich
ungeeignet und die Eigenwertberechnung mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
enorrn aufwendig (vgl. $ 8)"
Ziel dieser Arbeit war es, die Grund- und Oberschwingungen des Bodensees mit einem
Mehrgitterverfahren mit ILU-Glänung ftir eine finite Elemente Diskretisierung zu
berechnen. Die Vorteile dieser drei Bausteine sind:

Die finiten Elemente sind im Gegensatz zu Differenzenverfahren gut geeignet, sich
Ge bieten mit komplizierter topologischer S truktur anzupassen.

Mehrgitterverfahren sind die schnellsten Verfahren zur Lösung linearer
Gleichungssysteme; der Aufwand ist proportional zur Dimension des linearen
Gleichungssystems.

Das IlU-Verfahren wurde für Differenzenverfahren bei Modellproblemen auf
Reehtecksgebieten von Wittum [25] systematisch getestet und zeigte dort ausgezeichnete
Glättungseigenschaften. Auch erwiesen sie sich als numerisch robust (vgl.g 6.6).

Andererseits entstehen durch die Kombination dieser Methoden wesentliche
algorithmische und theoretische Probleme" Das ILU-Verfahren setzt eine Datenstruktur
voraus, welche zu einfach strukturierten Matrizen führt (gleichmäßige Gitter). Dagegen
ist die finite Elemente Methode gerade deshalb so effektiv frir Gebiete mit ,"krummen
Rändern", weil sie auch unsffukrurierte und dadurch problemangepaßte Gitter erlaubt.Es
mußte also versucht werden, strukturierte und gleichzeitig problembezogene Gitter zu
erzeugen. Um den Algorithmus auf dem Computer zu realisieren, mußte dazu zunächst
eine neue Datenstruktur geschaffen werden. Dadurch wurde der Programmieraufwand
im Vergleich zu entsprechenden Modellproblemen und einfacheren Glättungsverfahren
wesentlich höher, da so gut wie keine Routinen aus bereits existierenden Programmen
übernommen werden konnten. Zusätzlich ist die Komplexität der einzelnen Routinen
(2.8. Abspeicherung der Matrix, n-U-Txrlegung der Matrix, sukkzesive Anpassung des
Gitters an das Gebiet durch einen speziellen Projektionsalgorithmus, Marrix-Vektor
Operationen etc.) im vorliegenden Fail teilweise erheblich höher, als bei vergleichbaren
Routinen für Modellprobleme.
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Der Programmcode zur Bereehnung der Eigenschwingungen des Bodensees umfaßt
etwa 6900-, das zugehörige Graphik-Interface etwa 3900 Fortran-Zeilen und die
einzulesenden Daten (Rand und Tiefe des Bodensees und Grobtriangulierung) ungefiihr
2800 Zellen.

Am interessantesten an der ganzen Problemstellung war natürlich die Frage: "Wie gut
ist das Verfahren zur Berechnung der Eigenschwingungen"?
Hofmann hat in [11] die Eigenwerte und -vektoren der Plattengleichung auf dem Ein-
heitsquadrat mit Dirichlet-Randbedingung gerechnet. Da dort auf einem regelmäßigen
Gitter über einem sehr einfachen Gebiet gerechnet wurde, haben diese Ergebnisse kaum
eine Aussagelcraft in bezug aus das komplexe Bodenseegebiet mit einer nichtkonstanren
Tiefe und einem unregelmäßigen Gitter. Für die Laplacegleichung mit Neumann-
Randbedingung auf dem Bodensee erhalten wir hervorragende Konvergenaaten und
können ftir die Eigenwertgleichung mit einer konstanten Aquivalenzriefe (g 8) elf
Eigenschwingungen berechnen. Dagegen erhalten wir bei einer punktweise
eingegebenen Tiefe Konvergenz nur noch für den niedrigsten Eigenwert (vgl.$ 8).
Die mit der Aquivalenztiefe berechneten Eigenwerte stellen eine sehr gute
Approximation der bisher in der Natur beobaehteten dar. Man muß diese Ergebnisse
jedoch mit gewissen Vorbehalten betrachten, da es fraglich ist" wie genau die lvlessun-
gen und Beobachtungen, die teilweise im Jahre 1549 erfolgten, waren. Ein weiteres
Problem stellen die topologischen Eingangsdaten dar. Durch Ablagerungen auf dem
Grund des Sees, vor allem im Bereieh von Flußmündungen, ändert sich beispielsweise
die Tiefe des Sees. In diesem Zusammenhang ist zu bemerken, daß die neueste
Tiefenkarte des Bodensees aus dem Jahr 1893 stammt.

Der theoretische Teil der Arbeit gliedert sich wie folgt"
In $ 2 werden zunächst die relevanten Gleiehungen fiir die Wasserschwingungen
hergeleitet und mit Hilfe physikalischer Überlegungen vereinfacht. In g 3 stellen wir die
kontinuierlichen Gleichungen in einen mathematischen Rahmen und erkl;iren die
wichtigsten analytischen Eigenschaften. In $ 4 beschäftigen wir uns kurz mit der
Diskretisierung der Gleichungen durch lineare finite Elemente und geben einige
Abschätzungen für den Diskretisierungsfehler an. In $ S wird das verwendere
Mehrgitterverfahren erklärt zur lösung linearer Eigenwertprobleme und singulärer
Gleichungen. Es wird untersueht unter welchen Voraussetzungen an die Operatoren und
Diskretisierungen das Verfahren konvergiert, d.h. die Approximations- und
Glättungseigenschaft besitzt" Der wesentliche Teil der Arb,eit stellt dann g 6 dar. Hier
wird die Diskretisierung (Gittergenerierung) des Gebiets und das verwendete ILU-
Verfahren entwickelt. Danach stellen wir die wichtigsten bisher bewiesenen
theoretischen Eigenschaften der ß-IJ-Z,eilegung zusarnmen und werden feststellen, daß
die Voraussetzungen bei diesen Beweisen in unserem Fall von finiten Elementen
üblicherweise nicht zu erfüllen sind. Satz (6.8.22) zeigt aber, daß wir auch in unserem
Fall beispielsweise mit der Stabilität der Tnrlegung rechnen können. g 7 und g 8
beziehen sich auf die programmiertechnische Seite der Arbeit und auf die vom
entwickelten Programm erzielten numerischen Ergebnisse.

Abschließend kann man sagen, daß zwar ein recht effektives Verfahren geschaffen
wurde, man aber dabei immer aufpassen mußte, nicht zu schnell zu große Sprünge in der
Komplexität der Probleme machen zu wollen.

Ich danke Herrn Professor R. Verfürth, der die Arbeit trotz seines Umzuges nach
Zürich weiterhin unterstützt hat, für die Überlassung des Themas und die Berelung.
Auch möchte ich mich bei Herrn Dr. G. Wittum bedanken, der mich mit vielen guren
Ratschlligen und neuen Ideen sehr motiviert und geholfen hat, sowie Herrn Dr. H.-Blum,
der mir in interessanten Diskussionen wertvolle Tips gegeben hat.
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$2 Herleitung der Shallow-Water-Bquations

In diesem Abschnitt werden wir die Shallow-Water-Equations, auch.Flachwasser-
bzw. Lange-Wellen-Gleichungen genannt, direkt aus physikalischen Uberlegungen
herleiten (vgl. [2]). Für eine Herleitung der Gleichungen als Spezialfail der Navier-
Stokes-Gleichungen siehe [12] und [14].

(2.I) Physikalische Herleitung der Gleichungen

Wir betrachten im folgenden ausschließlich abgeschlossene Wasserbecken. Für die
Tiefenfunktion h(x ,y ), die den Abstand zwischen dem Seegrund und dem ruhenden
Seespiegel angibt, soll gelten: h(x,y )>-cn > 0. Das bedeutet, daß der Seeboden am

Ufer senkrecht um mindestens cl abfallen soll. Auch soll das Ufer um c7, überhöht sein,

wobei cL größer als die maximale Amplitude der Schwingung sein muß.

ch
xJ

t

Abb.l abgeschlossenes Wasserbecken (Querschnitt)

Wir wollen annehmen, daß die Schwingungen der Wasseroberfläche durch Druck-
unterschiede im Wasser verursacht werden, welche durch die Wirkung der äußeren

Kräfte: der Schwerkraft G, der CorioliskraftFro, und weiterer zeitlich periodischer
Horizontalkräfte F (2.B. Wind) entstehen.

J
cl-

z

((xv,t)

h(xv)
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Seien u, v,w die Geschwindigkeitskomponenten eines Wasse,lteilchens in x,y,z Richtung
Mit den Größen :

u:= 0 u

Corbliskrdt

wobei p die_Dichte des Wassers im Volumen V ist, welche hier als konstant angenommen wird,
und c den Coriolisparameter bezeichnet

GravituionskrSt : G = I 
't,üJ 

*
wobei g = 9.81 ms-2 die Graviationskonstante bezeichnet.

'= (;) ,u',= ü
lauten die Kräftg die auf ein beliebiges volumenelement v im See wirken :

Bo, = nl". (o )av

Firägheit = plu#uuTnigheixkrSt

Druckkrgt:
Druckkräfte stehen senkrecht zur Oberfläcne ä3 des berachteten Volumenelemens.

--+ds

wobei p den Druck auf das Volumenelement V bezeichnet

p=
Jur ou

= lruPFD*"k

(wssere Krrifte :
Für die äußeren Krälte nehmen *lr ql, daß sie sich als Integral über eine Volumendichtef
ausdrücken lassen; i = (f t,fz,f)r .

Da wir ausschließlich horizontale äußere Kräfte berachten wollen, gilt :n = 6.

(2. 1.1) Bemerkung
Falls der Druck p auf das hinreichend glane Volumenelement V differenzierbar ist, gih :

luoß = Jueradrav

. 
-1.1:rr: s{rrs.-'*-;r },

tr



Beweis:

Sei a e lR3 fest aber beliebig.
Dann folgt aus dem Gaußschen Integralsatz:

-5-

p[u"

Irutr "laS [ *r,o a) dV = Ju . a, gjadp > dV QED

Wegen des Newtonschen Prinzips von actio et reactio gilt :

du
Iustuordv + pJ dV dv +' rt"üJ dv + J/ ou

uL

0

In differentieller Form lautet obige Gleichung : (mit/ n := (i t i )r

(2"t"2)

(2"1.3 a)

(2"1"3 b)

0t

AU

-- 
c

0t

aul
=-Ctt'+-YP=fndtp

äw äp
P:-g'P+*=0dt dz

Die Kontinuitätsgleichung lautet unter den Annahmen, daß

äo- - 0 und YP = Ogilt:'dt
(2.1.3 c) div fi - 0

Wir wollen nur Schwingungen mit kleinen Amplituden (im Vergleich zu den Abmessungen des

Sees) betrachten. Nach Bäuerle[2] können wir annehme", O* l*l 
<< g ist und erhalten dann,

rndem wir Gl.(2.1.3 b) von der Wasseroberfläche bis zu einer Tiefe z (d.h. von ( bis z) integrieren :

(2.r.3 b') p = p g(6(x,y,t)+ z) + pAunosphare

Indem wir (2.1.3 b') in (2.L.3 a) einsezen, ergibt sich :

(2.1.3 a') + "' uL + gV ((x,y,t) = f n
dt

z - Integration von (2.1.3 a') von 0 bis h(x,y,) liefert

(mir U ,= Il" 
'' ! o, und/ ,= Il'' 

'' i ar)

UL+g.h(x,y)Y€=f(2.r.4 a)
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Da weiter gilt:

(2"r"4b)

(2.1.5 a)

divu ofr=o

=Q-
z=h(xg) 0

folgt frir die Kontinuitäsgleichung (2.1.3 c) nach z - Integration :

J"u 4
dz

läw
dz

'v a€
a

( aE\
t;J t

Für abgeschlossene wasserbecken sind die Randbedingungen gegeben durch :

a . n= 0;
wobei n den nach außen gerichteten Normalenvektor an o bezeichnet.

Die Bewegungsgleichungen ftir die wasserschwingungen lauten dann in operatorform ansam-
mengefaßt (f ist im folgenden ersetzt durch z .) :

s.ft*'\
s h&l

ala)

e

d
a
d
8

rd
a

d
& ül

'!,,,\A=({)

lnQ

(2.1"5 b) U . n= 0 auf f := äQ

wir wollen ausschließlich periodische lösungen betrachten der
Form:
(2"1"6) U =i(x,y)sin(arr)

z = Z (x,y) cos(arr) ,

angeregt durch äußere Kräfte der Fonn :

f =f (x,y) cos(arr)

f = (f r,f z,o)r

Bäuerle stellte in t2l fest, daß die Corioliskraft speziell für den Bodensee einen vemachlässig -
baren Einfluß auf die Seeschwingungen hat.
wir können also c = 0 setzen und erhalten dann mit dem Ansatz (2.1.6)das bis auf den Faktor
G. h) symmetrische Gleichungssysrem :

(,
(n)

col

-div
(2.1,.7)
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Dieses System läßt sich entkoppeln, und es ergibt sich dann (mit f := div /-)

aI
(2.1.8)

=Yi
äz
:
dn

s.h.v )n=fl)
azt +div (e . h . v)) [;J = 

[f.,I0

Zur Randbedingung :

Wir betachten Gl. (2.1.7 r) auf f und multiplizieren mit dem Normalenvektor n :

(g' h' V r)' n =f
Da h > 0 ist, können wir definieren :

n

auff.

(2.I.9) Bemerkung
In dieser Herleitung wurde immer von einer homogenen Temperaturschichtung des Was -
sers ausgegangen. Für ein Mehrschichtenmodell siehe [2].

f.nft = g. h =: (x'Y)
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$3 Analyse der kontinuierlichen Gleichungen

Wir wollen nun die in $2 aus physikalischen Überlegungen gewonnenen Gleichungen

ro2, + aiv(g. h. Vz) = f inQ
(3.1) öz

ön
auf f

in einen mathematischen Rahmen stellen, um sie dann zunächst analytisch zu
untersuchen.

Zunächst benötigen wir einige Definitionen:

(3.21 Definition Gelfand-Dreier

Seien V,U Hilbert-Räume und VcU stetig und d.icht eingebettet. Dann ist U'stetig
und dicht in V' eingebettet (vgl. [9; Lemma 6.3.9]). Nach dem Darstellungssarz von
Riesz läßt sich U mit U' identifizieren. Man erhät dadurch den Gelfand-Dräer Vc U
c V', wobei alle Einbetrungen stetig und dicht sind.

tr
(3.3) Definition

Eine Bilinearform a(",.): v x v -+lR heißt stetig (oder beschrönkt), wenn ein c5
existiert, so daß

(3.4) la{x,y)l < Cs llx llv lly llv Vx,y e v
tr

(3.5) Definition

vc u c v' sei ein Gelfand-Dreier. Eine Bilinearform a (.,.): V x v -+lR heißt v-
koerziv, wenn sie stetig ist und wenn es c6 E lR und Cp > 0 gibt, so daß

(3.6) {x,x) 2 cB llr lli - cr ll-r lli vx e v

tr
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(3.7) Definition

Sei Cl c lR". Wir schreiben Q = C0'1, wenn fi,ir jedesx e f := äC2 eine Umgebung

U, c lR" existiert, und es dazu eine bijektive Abbildung:

o : U" +Kr(0) := l6e lRn : 16l < 1)
gibt, mit:

o e co'l(u,), o-1 e co'l(Ki(o))
O(U, nI*) = {6 . Kr(0), 6' = 0}

O(U, nO) = {6 = Kr(0), ä > 0}

<D(tJ, nlff\o) = {6 = Kr(O), 6,, < 0}.

Bezeichnungen und Voraussetzungen:

c) e C0,1, /E H-t(o), he C-(C)), r= H-1/2(r), )" i= a2

Wir führen die Bilinearform :

(3.8) c:H1(o)xs1(o) +lR

a (u,v ) := (Yu,h Vv )o

und das Funktional :

(3.e)

eln

Damit lautet die Variationsformulierung von (3.1) :

(3.10) Suche u = Hl(Q), so daß

du,v) = 7" (u,v)s + g(v) für alle v e Hl lQ;

(3.11) Lemma

Einer stetigen Bilinearform kann man eineindeutig einen Operator A e 8(V,V')
zuordnen, so daß:

a(x,y) = (Ar,) )v.xv Vx,Y e V

mit ll A llv-rv < C,

tr

Beweis:

siehe [9; Lemma 6.5.1] QED

tr

Das Produkt (g.ft) aus (2.1.8) wird jetzt imlner mit lr bezeichnet. Der Sobolewaum Hk
ist definiert als Jiejenigen Teilmeng^en uon L2 , deren Elemente schwache Ableitungen
bis zur Ordnung k besitzen, die in L' liegen (vgl [9]).

Wir nehmen an :

g e H-11Q;

8(v) := -lnf v)dQ * l.tl.r.v)dr v e Hl(Q)

:ilifiir:ij
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Mit Hilfe von Lemma (3.11) können wir nun a (.,.) den operator A und (. ,. )o denOperator M zuordnen, so daß (:.fOl äquivalent ist,'zu I 

-

Suche u e Hl (O), so daß

(3.10') Au -).Mu=g

(3.12) Bemerkung

Die Bilinearform 4 (',') und das Funktional g ist durch (3.8) bzw. (3.9) wohldefiniert.

Es gilt:

lle ll_r s c { llf ll-r + llr lln ,rzrnr }

weiter ist die Bilinearform a (.,.) stetig und v-koerziv.

Beweis:

siehe [9; p"I39lLa}]
QED

ü

- ?it Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen beantwortet eineFolgerung aus der Riesz-Schauder Theorie:

(3.13) Satz

Sei v c u c v' ein Gelfand-Dreier mit kompakter Einbettung vcu. DieBilinearform a(-,.) sei v-koerziv mit zugehörige* op"ruio.a" I: v _+v" sei dieInklusion. Sei

Behnuprung:
E(1,) := ker(A - l" I) und E'([) := ker (A. -[ I).

a) Für jedes l, e C gilt eine der folgenden Alternativen:

(r) (A - I I)-1 e ß(V,V') und (A. - I I)-1 e t(V.,V)
(rt fu ist Eigenwerr von A

b)Das Spektrum o(A) von A besteht aus höchstens abzählbar unendlich vielenEigenwerten

Es gilt: l" e o(A) c+ f, e o(Al.
Ferner ist dim E(1,) = dim E' (f,) < - .

c) Für l" e o(A) hat Ar -\x =f für / e v' mindesrens eine Lösung x e v
genau dann, wenn /l E' (I); d.h.: </, x, )v.xv = (f , x' )u = 0 Vx e E, (f,) .

Beweis:
siehe [9; Satz 6.5. l5]

tr

1 .rt: . .:,r. rrJs F,Fi$<r iFlr

QED
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In unserem Fall ist V = Hl (e); lJ =L2 e) und V'= H-l (O).
Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz ist Hl (O) kompakt eingebettet in L2 (e) für
Q c lR2. Die Bitinearform a (.,.) iln ct"irttung i:.iol ist^nach Bömerkung(3.d;hf :'
koerziv; das bedeutet nach Satz (3.13) u.a.:

sei l, e C fest aber beliebig, und a' dre zu c adungierte Bilinearform (a' (x,y) :=
a (y,x ) ). Dann gilt entweder:
Die Gleichungen

a(x,y) - l'(x,y)o =g0) Vy e Hl1O;
a'(x' ,y) - f, (x',y)o = g(y) Vy e Hl1Ct;

sind für alle g e U-t(O) eindeutig lösbar,

oder:

1 s dim E(I) = dim E'(f,) < "";
rna-W. besizen die Gleichungen

a(x ,Y) = I (x,Y)o VY e Hl(Q;
a'(x',Y) = f,(x',Y)o VY e Hl1Cl)

nichnriviale läsungen xe E(1.) und x' e E' (f,)"
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$4 Diskretisierung der kontinuierlichen
Gleichungen

4.1 Diskretisierung mit linearen finiten Elementen

Für Leser, die an einer ausführlichen Theorie des Ritz-Galerkin Verfahrens bzw. der
finiten Elemente interessiert sind, sei an dieser Stelle auf [9; g 8] verwiesen" Der
vorliegende Abschnitt soll nur eine kurze Beschreibung der Methode sein und d"ie für
u n ser Problem wichti gsten S ätze zusammenfassen.

Wir wollen das Problem (3.10) mit derRiz-Galerkin Methode diskretisieren, indem
wir den unendlichdimensionalen Raum Hl(Q), der im folgenden mit V bezeichnet wird,
durch eine Folge endtichdimensionaler Teilräume {V^} afproximieren. Dies geschiet in
unserem Fall dadurch, daß das Gebiet Q in kleine Dreieckö (,,finite Elementei) zerlegt
wird" Die ,,Ansatzfunktionen" gimüssen stückweise linear sein (auf jedem-Dreiec-k
linear), in einem Eckpunkt eines Dreiecks (P;) gleich eins sein und in allen anderen
Eckpunkten verschwinden. v^r= span{g;;1si(n}, wobei ndie Anzahl derEck-
punkte aller Dreiecke ist.

Wir erhalten dadurch das Problem:

(4. 1.1 a)

(4. 1.1 b)
SeiV" c V, dim% = n < 6

Suche u, e Vn, sodaß

{un,v) - )t(un,v)s = g(v) Vv e %

Indem man auf vn eine Basis {b1, b2, ...,bn} einfthrt, kann man das lineare
Gleichungssystem:

(4"1.2) Ka-}.Mr=f
mit den n xn Matrizen:

unddemn-Vektor:

K := (K;;)1 < ij < n Ki; = c (b;, b; )

M := (M;;)r 
= 
ij 

= 
n Mi,; ,= (bj , bi )o

definieren. 
f := (f1, f2, ..., f n) f; :-- g(b)

Die Lösung & von (4.1.2) ist über den Isomorphismus:

P: lR' -+Vn c V
pu := Lu, o,

i=1

ricluivalent isr zu rzn aus problem (4.1.1).
Die Marix K bezeichnet man als Steifigkeitsmatrix, M üblicherweise als Massenmatrix

. i.:r _ .:;1::t ,l:
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4"2 Analyse der diskreten Gleichungen

Um Aussagen über die Lösbarkeit des Problems (4.1.1) bzw. (4.1"2) machen zu
können, (speziell ftir n + "") und Abschätzungen zwischen kontinuierlicher und
diskreter Iösung zu erhalten, müssen wir zwei Fälle unterscheiden:

(4.2.1 a) Das (kontinuierliche) Problem (3.10) ist frir alle g e H-l(Q) lösbar,

(4.2.1 b) l. ist Eigenwert von M-lK (M, K aus 4.1.12) .

(4.2.2) Satz

Die Bilinearform 4(.,. ) sei V -koerziv und V c U c V' ein Gelfand-Dreier

Das Problem:

Sucheu e V,sodaß

{u,v) = g(y) Vv e V
sei fi.ir alle g e V' lösbar.

Sei V; := Vn, c V (i e ll'$ eine Folge von Unterräumen mit:

lim d(u,V;) := lim t4f ll u - * llv - 0.
i-+- j--yo weY6;

Dann gih :
a) Für hinreichend großes i ist die folgende Stabilitlitsbedingung mit eo, ) g I 0 ertüllt.

(4"2.3)

b) Bedingung (4.2.3) ist äquivalent zu

inf {sup {ldu,v)l :v e V",,llv llv - 1}

llallv-1)=tn.)0
ue vn, ,

14,| ilv*v' . *
I

Beweis:

a) folgt aus [9; Satz 8.2.8 und Lemma 11.2.1]

b) siehe [9; Lemma 6.5.3] QED

Der folgende Satz gibt an, wie man aus der Stabilitätsbedingung (4.2.3) und der
Konstanten C5 aus (3.4) eine Abschätzung für den Diskretisierungsfehler llu - u, llv
bekommt (vgl. [9; Satz 8.2.1].
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(4.2.4) Satz

Es gelte (4.1.1a), (3.3), (4.2.3). u e v sei eine Iäsung von Aufgabe (3.10), während
,,n e Y n die Ritz-Galerkin Lösung von (4.1.1) sei. Dann gilt die Aisctitrun!,

llu - u" llv < (1+ Cs/e, ) j[$" llu - w llv

mitCs aus (3.3) urd en aus (4.2.3).

tr

(4"2.5) Bemerkung

Die Konstante (1 + c5/e,, ) ist für alle n e lN beschränkt durch (l + cs /e) mit e ausSatz (4.2.2).

wir wollen das singuläre problem (1.r0) - Situation (4.2"r b) - nur im homogenenFali (g = 0) betractrtgn, 
,w_ie wu in g 5 sehen werden, kann man mit der Kenntnis derEigenvektoren von M-I K d.ie Aufgabe (3.10) regularisieren, indem man sie aufgeeigneten Quotientenvektorräumen betrachtet.

Ptj der. Konvergenzuntersuchung für das Eigenwert'problem hat man folgendeSchwierigkeiten zu beachten:

1') unendlich vielen Eigenwerten und -vektoren im kontinuierlichen Fall stehen im
diskreten immer nur endlich viele gegenüber. Man kann deshalu eine lieichmäßigeA ppro x imation aller Ei gen werte ni c-h t:erw arten.

2') Die Dimension der Eigenräume der kontinuierlichen bzw. der dazugehörigen
diskreten Eigenwerte braucht nicht übereinzusrimmen. Wir kclnnenledo"i notrrn,
daß in völlig unsymmetrischen Gebieten (Bodensee) gilt: J - --

dimE(1,)=dimE(ln)=1"

Falls man aber rotzdem mit mehrfachen Eigenwerten zu tun hat, hilft einem die imfolgenden ausgeführte Überlegung, für die wi-r zunächst einige tconu"rg.nrU"g.iff" fti,Operatorfolgen benötigen :

(4.2"6) Definition

-S_:i.n 
im folgenden Tn und T Operatoren in X.

Wir wollen annehmen' daß für den Definirionsbereich (dom) aller nun vorkommendenOperatorenTn,Tgilt:

dom(T,,)=dom(T)=:D.

Sei {T" }n . rN eine Folge beschränkter Operatoren in D.

ü

1*!!r-i.:jr.rrr



a)

Man definiert:

\ konvergiert gegen T e 8@)

D

punktweise: Tn i T genau dann, wenn ftir alle x e D gilt :

lx+Tx, n+6;

b) stabil: T, 3 t g.nru dann, wenn

(1) T 5r
(ü) lM > 0; 3Ns elNlsodaß: Vnel\n > Np gilr:

T,,-1 e 8@) und llT,,-1 il < M.

c) Für einen Eigenwert tr, von T der algebraischen Vielfachheit m < "" definieren wir die
sto* stabile Konvergenz in einer Umgebung Uovon l,

q +T
durch :

T^- z \r-" Y ze U- tl,)
dimPn (X) = m;

wobei P, die mit o(f ) n u assozüerte spekralprojektion von f bezeichner
1n

(P, := - 
Z^ J *& (z)dz , mit dem Resolventenoperator R" von [ ).

Damit können wir nun den Satz über die Konvergenz mehrfacher Eigenwerte
formulieren.

(4.2.7) Satz

Voraussetzungen wie in Definition (4.2.6 c)

Dann gilt:

a) Falls q-z \f - z nU,dannenthälto(q) n Ufürhinreichendgroßesnexaktm
Eigenwerte{pr, ) r (jcm voo } , gemäß ihrer Vielfachheit gezählr

b) Die beste Approximation von 1. ist der Mittelwert L definiert durch

-15-

^1
M.--

m Ip,n
l=I

(1)

(ü)

tr

m

f
Beweis:

a) siehe [6; Proposition 5.6]

b) siehe [6; $ 6 und Satz 4.2.7]

::r -. .l"

QED
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Den Zusammenhang zwischen den operatoren Tr, , T e g(D) und der partiellen
Differentialgleichung in schwacher Formulierung (a.i.t) erläutert folgende Bämerkung.

. (4.2.8) Bemerkung

V c U c V'sei ein Gelfand-Dreier mit kompakter Einbettung V c U. Die Bilinear-
form a(.,.) sei v-koerztl-ir zugehörigem opeätor A (vgl. Lemäa 3.11). i, v _ov, u._
zeichne die Inklusiol" c_r sei die Konitanteäus temmai3.tt;.
Der Operator T e [(V) ist dann definiert durch:

T._{A+C*;-rI.
Analog definert man im diskreten F;l dl" Operatoren T,,.

Zwischen den Eigenwerten p,; von T und den Eigenweren l.; von A besteht die Beziehung
li = Cr + lllti .

Siehe dazu [9; p.131 undp.126]

Eine hinreichende Bedingung fiir die stark stabile Konvergenz von Tn wird in [6;Prop. 5"171 gegeben.

Der nächste satz gibt eine Abschätzung für den Diskretisierungsfehler an:

(4.2.9) Sarz

Sei Q c lR" beschränkt und f := äf,2 gratt. H := L2 (e), v:=Hl(o); a(. ,. ) seidefiniert wie in (3.8).
Wir betrachten das problem:

Suche u eV,sodaß

a(u,v)=1"(u,v)g Vv eV.

Die Größe @ ist definiert durch :

Sei H ein Hilbertraum und B,C Unterräume von H
@s(B,C) := max{ös(B,C), ös(C,B)},

öH(B,C) := sup dists(aC);
PH=1

tr

wobei für y e H , dists(v,B) definiert ist, durch

dist11(v,B):= ind llv - w llsw€ö
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Wir wählen eine Familie [Vr," ] von endlichdimensionalen Teilräumen von V,

die folgendem genügt:

(i) V" cV
(ii) disty(v,V1") < C ft:-t Vv e v
Dann gilt:

ll,- [,] =o?t?*'')
@v{E(1.),Er'"(1.')} = O (hk-r )

@H{E(}.),E1,0.')} = O(/r"k) ;

mit i, wie in Saa(4.2.7) .

In unserem Fall von linearen finiten Elenrenten ist k = 2.

Beweis:

siehe [5]

Für den Fall, daß a (.,.) nicht selbstadjungiert ist, sei auf [6; $ 6] verwiesen.
Der Fall, daß a Cl nicht glatt ist (2.B. einspringende Ecken), wird in [15] behandelt.

il

;,::'ttt.:. I.t- .-

i ;:-': '':
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$5 Numerisches verfahren zur Lösung der
diskreten Gleichungen

(5.f 1 Vorbereitung

In diesem Kapitel wollen wir zunächst fi.ir das endlichdimensionale verallgemeinerre
Eigenwertproblem:

(5.1.1) Ku =l.Mu
ein effizientes numerisches Verfahren entwickeln. Dies wird in diesem Fall einMehrgitteralgorithmus sein, mit einem modifizierten IlU-Verfahren als Glätter.Anschließend wird klar werden, daß rtieser Algorithmus nach geringftigigen Verän_
derungen geeignet ist, das reguläre h,oblem:

und das singuläre prout"-fK 
- l" M) u = f ; l' kein Eigenwert

zulösen. 
(K-IM)u=f ;l,Eigenwert

Da in unserem Problem K 
_und M symmetrische Matrizen sind, woilen wir uns in derfolgenden Herleitung und Unterjuchung des numerischen Verfahrens auf densymmetrischen Fall beschränken. Falls f una M nicht symmetrisch sind, siehe [g] und

t111.

Eindeutigkeit bei singulären Gleichungen :

Wir betrachten das problem:

(5.1.2) (K_lM)u=f ,

wobei K und M sel,bstadjungiert sein sollen, M reguldr angenommen wird, und I imSpekrrum von M-l t< tiegän öu.

(5"1.3) Satz

-,f:i e{fl der Eigenraum von R.oblem (5"1.1) zum Eigenwert },;
E(Ä) :=ker(K- IM). SeifIE(0); d.h. <f,v>=0 üu = E(0) .

Behaupung:
Dann hat (5.1"2) eine eindeutige Lösung rz J- M@ (0)) := { Mv , v eE (0) }

Beweis :
siehe [1]; p.16]

QED

tr



-t9-
Um aus einer Eigenvektornäherung " 6 " eine Approximation für den zugehörigen
Eigenwert zu erhalten, benötigen wir den verallgemeinerten Rayleigh - Quotienten lt:

A(e):=--*
< Me,e>

(5. 1.4) Satz

Seil,derexakteEigenwertzurEigenfunktione, undö := :nino { < M(e-a6), e- ü 6,>tlz }.
6 sei dabei eine Approximation von e.

Dann gilt:

li. -^(6)l < cö2.
Beweis:
siehe [8; Lemma 12.1.2)

Damit sind wir nun in der Lage, das Mehrgitterverfahren zur lösung des Eigenwert-
problems (5.1.1) zu erklären.

(5.2) Konstruktion des Mehrgitterverfahrens

Wir wollen annehmen, eine Grobtriangulierung des Gebiets Q n-mal verfeinert zu
haben (vgl. $6 ) und daraus mit Hilfe von finiten Elementen wie üblich eine Sequenz von
n Matrizen: (Ke- LeMe) I S e< n erzeugt zu haben.

Sei Sg (ue , f c,)ts) ein Schrin eines linearen Iterationverfahrens (Glättungsschritt) zur
Lösung von:

(Ke-XeM)us=fc.

Auf die Wahl von Ss werden wir in g 6 ausführlich eingehen.
S u *g) . := S e 9e , 0,.)"e).ist dann ein Glänungsschriti ftir das Eigenwerrproblem. Sg
muß folgende Fixpunkt-Eigenschaft besitzen:

Se ()"d e e= €c Y es eEe (?"e) .

. Ist nun mil Xpeine Approximation für den exakten Eigenwert )vs gegeben, hat die
Anwendung von v Glättungsschritten ue 4üs:= Ss(Xa)u denselben fffekt wie bei
regulären linearen Gleichungssystemen. Hochfrequente Anteile des Fehlers yoo np
werden reduziert. Die Eigenwertkomponente bleibt dabei nahezu unveränden ( Ln =X)).

Für die Grobgitterkorrektur benötigen wir den Defekt:

ds:= (Ks -Xe Mn) üe .

Um die Darstellung zu vereinfachen, wollen wir annehmen, daß gilt:

dim Ea (Le) = I und <Ms ep, €p) = I

Sei ri zerlegt in tis = a.€2 * vs mir vs I M tEe (Lil| .

Daraus folgt :

dp = (),s - Xn ) aMe es + (Ks - Xn Mn lvn

tr
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Wir führen die Projektion ez auf Es fi.s)a ein :

Qtue -Ug- 1Ue,es)Mses

Da gilt (Ke - Xe Mü vs €. Es (7"ür, folgt:
de t := Qede = (Ke -\usMs)vg

Die exakte Korrektur von i4 wäre :

Tte -> ite - we;
wobei w s die k)sung der Gleichung :

(5"2.1) Gr - )reMe)we = &r
rrnt ü t . Eu fi.a)r und ws eMs I E4 fi.s)] ist.

Auf Grund von Sarz (5.r.3)_hat die Gl_eichung q2.1) - falls x"p einEigenwert ist _
eine eindeutige Lösung. Falls f,a in der Nähe einEs'gi!ä**es liegt, folgt die eindeutigeLösbarkeit von (5.2.1) aus eineä Störungslemmu rri."n" ts; Lemma r2.r"7).

Da die lösung der Defektgleichung :

,Ate = (Ke _ fte Me)-r dut
mit Rundungsfehlern behaftet sein wird, sollte man w s nrtHilfe von Qz auf Me {Ee (xü}
projizieren; d.h. :

tüp i= ee(Ke _ XnMn)-r ee de ,
wobei Ql definiert ist durch : 

_

Qe W - W - 1nr,Me ee )€e

wir erhalten also folgende Iterationsvorschrift für ein Zweigitterverfahren zur lösung von (5.1.1) :

gegeben seien Staruräherungen Za , Xe

(s.2.3)
Iterationsschritt :

Es +Ee - pe,e -, Qn.r (Ke -r - Xn_, Me _,)'r ee -rre-t.e (Ke _ XnMu)Sn(Xil,En ;

wobei r und p die kanonische Restriktion und Probngation zwischen den Ginern E und, t -l
bezeichnet.

Für die Projektion Qs-r b-e-nötigt man den (approximativen) Eigenvektor är. Diesenerhält man, indem man-däs verfaf,ren der geschächtelten Iteration verwendet (vgl. [g;s\ 5 und $ 12.3.31 ).
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(s.2.4) Algorithmus :

program nested iteration
Berechne e6 , Io (2.8. durch das QR - Verfahren)

do 0 = l, I-rno , step I
Ee-t i=Ee-t laMr-tEs-1,ös-1 )
Xt-t i= l\e-r(6e-r)
Es t= psg-1Es-1

do I = l"IAbbru"h, step 1 call emg(2, Es)
continue

end

pnogram eigenvalue multigrid iteration (emg)
subroutine emg (2,, u)

7" := lye (u)

u := Se (7")" u

d := Qe -t te-r.e (Ke - },,Ms)u
v :=0
do j = l, y, stepl call smg(/- I, v, d)
u:=U_pel_tv

end

program singular multigrid iteration (smg)
subroutine smg( 2,, u, f )

rf (0 = 0) then , ,= Qo (Ko - f,oMo)Qo"f
else

u := Seu(u,f,Xe )
d := Qe-r te-t,e (Ke u - XeMe u - f)
v:=0
do j = 1, y, step 1 call smg(0.-I, v, d)

endif

u ,= Qn (u - pe,e -rv)
end

(5.2.5) Bemerkung

Die Größe y in Algorithmus (5.2.4) bestimmt den Zyklus des Mehrgitterverfahrens
Y= l ergibteinen V-Zyklus;y= 2einenW- Zyklus (vgl. [8; $2.5] ).

ü
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(5.3) Konvergenz des Verfahrens

um die Konvergenz des in (5.2) entwickelten verfahrens zu beweisen, zeigr man inAnlehnung an die von [8; { 6] vorgestellten Tt"ori", aä äer Algorithmus (5.2"3) dieGIättungs - und die Approximätionseigenschaft besitzt.

*#;,*""chten 
dazu zunäehst den Zweigitteralgorithmus (5.2.3)und zerlegen diesen

A := (Ke - }"eMe )-, - pn,n_, e2-t (Ke-t _7"e -, Me _r)-l ee _tre _t,e
G := (Ke _ )ueMe )Se, (Xe)

(s.2.3') 6jor := A. G 6i

Damit der Algorithmus (5.2.3') konvergiert, muß das produkt A.G in einer geeignetenNorm kleiner eins sein. Dazu definieren'wir zunacnsiaieloig"no.n Normen.
(5"3.1) Definition

Sei n e lP " ll. ll bezeichner die euklidische Norm ( llr ll ,= ( I u,, lrlz ).
i=l

lll" lll sei die zugehörige OperanrnoRn ( lll T lll := sup"ry für T e g ffin) ).
i=.S ltx ll \. ,,.

wir werden nun noch weitere -gitterabhängige- Normen definieren:Sei dazu Q e lR2 ein Gebiet, *,i;;r;t yirilg.r r.i-g]rri"*ng t in Dreiecke zerregtsei (vgl'$6'3); n bezeichne aie anzatrialler Gitterpunkte von r. Mit Hilfe der hnitenElemente AnsatzfunktioT"n, t-bilt 
^. 

, 
=,. 

to"n"" ;i;ä;;iro-o.prrirmus p : rRn -> vn cv (=Ht(Q) ) definieren (ugr.'srij.'S.iiä''= p" die zu p adjungiefte Abbüdung. Mit derMassenmatrix M = R*p gil-t d"ann:- 
-- --

(Pa, Pv )6:= q u,Mv >

Da M positiv definit ist, können wir ein gitterabhängiges skalaprodukt und damit einegitterabhängige Norm auf dem lR. definieren durch:

1U"V)yi=<A,MU>

llu lhrr :- (< u ,u >u)tl? V a,y e lRn.

sei R" der operator, wercher auf Grund von Lemma 3.1r der Biiinearform a (.,.):VnxVn -rlR eineindeutig zugeordnei*ergqn k*". u"i;; nicht die SreifigkeitsmatrixKn! ) stellt die ApproxiÄatio"n a"iJirtt}isierren oiriärentlloperarors dar. Es gilt:
Il, ,= R"q P

(vgl' [9; Lemma 8' I "7])' uT [" in der Nonn den charakrer eines Differentialoperarors(Rn) zu geben, versehän wir deä giidtaum von Kn mit der euklidischen Norm und denyJll*:::.#:ll* Norm l.ilM D;J;rch könnän wir dil Norm ,,.'tv u,*. i,.lit r,r

r: ...a..3r,;",Er,:i1, ,, .. , .. "._:.:-+.. , + j v_fr'E.r!.: ?r??r,ffifiryry1?{,
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bzut

llK" llh,,,r := ,up J!K*-j!
,.* llu l["ru*V

llK;llll-u:= ,uoJ!@
ä:$ lla ll

a

Da der GlätterS (vgl. Definition 5.3.2), auf Grund der Räume in denen er operierr, als
Operator des lR" in sich zu intelpretieren ist (siehe $6.1), werden wir S in der\orm'lll. lllmessen.

Man definiert dann a3n negnflQlt!ryngsgigerschaft fiir Iterationsverfahren zur Iäsung
eines Eigenwertproblems. Der Einfachhlit üatber *itd ttier angenommen, der Gläner S
sei linear (vgl. [11]).

(5.3.2) Definition
Eine Abbildung

Ss : Ys xCxV4
erfüllt die Gkitangseigensch$t für Eigenwertprobleme genau dann, wenn folgende Be -
dingungen erfüllt sind :

Sei l"a der kleinste Eigenwerr von (5. 1. 1 ). Dann gelte :

(t la > 0, v6 e lNeineFunktion4(v) mit4(v) -+0 i v -)oo
undT(ha) e lN; v(hs) > vo

so, daß gilt:

ll (Kz - )"eMz ) S s(?,), ze ll < 4(v) h;" llzs llu
Y zs L Mz{Eu (0)} und vs 3 v < n(hD .

Sei es eine Eigenfunktion n)"e . Dann gelte :

(n) Se (Lü €c = €e

(iD ll (si (I) - si ([)]zll< cll.- Xl llrll vI e c, f, e u(].)

(5.3.3) Bemerkung

.-Bedingung (i ) ist die übliche Glättungseigenschaft, wie sie z.B. aus der Behandlung
elliptischer Differentialgleichungen bekannt ist. Die Bedingungen (ri ) und (ri ) sichern
die Verträglichkeit mit dem Eigenwenproblem. -' \--- / 

ü
. UT die Konvergenz von (5.2.3) zu zeigen, benötigen wir noch eine Abschätzung für

den Operator A aus (5.2.3'). Dieses Problem wird iri [7] ausführlich behandelt. Es soll
hier nur zitiert werden, daß unter geeigneten vo.ausseirungen gilt:

ile ffu 3 Cheo ;

mit C := C(hsf hs_r) und cr aus Definition (5.3.2).

__ 
Man folgert nun weirer, wie bei Hofmann [11; p.31] und erhält schließlich über die

Konvergenz des Zweigitterverfahrens die Konvergint eines Mehrgitterverfahrens,
welches exakte Projektionen Qr, Qz benutzt, und ichließlich die Känvergenz von
Algorithmus (5.2.3).



(5"3.4) Satz

Seien die durch die geschachtelte Iteration gelieferten approximativen Eigenvekroren
und damit die Projgktionsabbildungex Qe, Qe hinreichend genau. Das Meihrgitterver-
lahryn zur läsung der singulären Defektgleicfrung bestehe aus mehr als einer-Iteration.
Prolongation und Restriktion seien kanonisch definiert (vgl. tg; g3.6)"
Der Glätter Se ()'d besitze die Glättungseigenschaft (5.3.i).

-24-

Dann gilt:
1) Der beschriebene Mehrgitteralgorithmus (5.2.3) isr konvergent.

2) Es gelten die Fehlerabschätzungen:

a) lleet*I -ee ll < C q(v) llri - "n ll:wobei es die exakte Lösung von (5.1.1) bezeichnet

b) llu - r(e))l < col
wobei Ä den Rayleighquotienten bezeichnet, und @i definiert ist durch :

@i
llri*' -ee ll

Beweis :

vgl [11] und [7]

lle
I

e

a

QED
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$6 Bin modifiziertes Ilu-Verfahren zur Lösung
singulärer linearer Gleichungssysteme

In diesemAbschnitt werden wir für unser Problem ein modifiziertes IlU-Verfahren
zur Lösung großer singulärer linearer Gleichungssysteme (LGS) entwickeln und dessen
Verhalten bei unregelmlißigen Diskretisierungen untersuchen.

(6.1) Iterationsverfahren zur Lösung linearer Gleichungssysteme

Wir betrachten das LGS:

(6.1.1) Ax= b ,

wobei A eine reguläre n x n Matrix ist und b; e lRn.

Ein lineares Iterationsverfahren zur läsung von (6.1.1) läßt sich beschreiben durch:

(6.1.2) a) .16 sei ein gegebener Startvektor

b) Iterationsvorschrift: xi+r i=r; - A-1 (Ax; -b);

wobei die n x n Matrix A regulär sein soll und A approximieren soll.

(6.1.3) Definition Spektalradius

Der Spektralra"d,ius p einer n x n Matrix A ist definiert durch :

p(A) := max {l }, | : }, ist Eigenwert von A}

(6.1"4) Satz

Behauptung:

(i ) (6.1.2) beschreibt eine konvergente Iteration genau dann, wenn

p(I-1-tA)< 1

erfüllt ist.

(Ii ) Ist (6. 1.2) konvergent, so hat (6. I .2) genau die Lösung von (6.1. 1) als
Fixpunkt.

Beweis :
(i) siehe [20; Theorem 1.4]

tr

a

ffifl '",B*,-ef.i:':;7r:r1:i " i: : i;':i'j':
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0') (6.1.2) konvergiere gegen y. Dann gilt:

y=y_A-1 (Ay-b) € Ay=b,
da A regulär ist.

(6.2.2) Definition

Das Besetzungsmusrcr ßa einer n x n Marix {Ar} r sr,/sn ist gegeben durch:

ß4 := t(i .7) :A;.*0 : I <i;l <n)

(6.2) Das llU-Verfahren

sei das LGS : A^* yol d:t sehr großen aber schwach besetzten Mau.ix A gegeben.Diese Situation liegt beispielsweise -u"i 
o"r Diskretisierung partieller Differentialglei-chungen mit finiten Elementen oder finiten Differen""n uo, (vgl. ga). Eine LU _Zerlegung (bzw. eine choresky-Zerregung im symmetrischen Fall)

A=LU
ist in diesem Fall nicht durchführbar, da die oberen - bzw.unteren Dreiecksmatrizen L
rTd y. i'A- wegen des "fiil-in" nichr mehr schwach besetzt sind.Die Idee der unvolrständigen LrJ-zerregung (ILU) ist, die Aufspalrung A = L rJ zuersetzen durch
(6.2.1) A=LU_C
mit schwach besezten oberen bzw. unteren Dreiecksmatrizen L und u und einerRestmatrix C.

QED

a

De.finiert man jetzt für L und u die Besetzungsmuster sl und su , dann berechnetnran beim IlU-verfahren diejenigen Element, ü1. o") itir die gilt:
(i'7)=$r- (-Su)

nach der üblichen LIJ-ZerIgung. Alle anderen Elemente von L bzw. U werden währendder Zeriegung null gesetrt.bi" Matri* c ist dann definien äurch:

C:=A-LU.
Die üblichen Voraussetzungen an Sr-, Su und ßq sind:

(6.2"3) a) Sr- . Sc = Su n ßc = e
(6.2.3) b) Sa c Sr u Su

r:'::: t rili.t-i ii',l 1 :'.-.:\.',ii _t:.{:},.Jrylwb1+r:F,+ |
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wir können die Faktoren L und u normieren durch die Bedingung:

L;,;=Uai 1<i<n.
Damit können wir Gleichung (6.2.1) auf die Form:

(6.2.r') A = (L'+ D) p-t e.+ D) _ C

bringen, wobei L' (Ul strikte obere (untere) Dreiecksmatrizen sind und D diagonal sein
soll.

Das IlU-Verfahren zur li)sung von (6.1.1) lautet dann:

(6.2.4) a) gegeben sei ein Starrvektor xs
b) Iterationsschritt: xi+r - x; -(LU)-l (Ax; - b)

wobei L und U wie oben definiert sein sollen.

Um eine n-U-Zetlegung bei sehr großen Matrizen durchführen zu können, ist es
entscheidend, die Besetzungsstruktur der Matrix a priori zu kennen. Beispielsweise ist
die Steifigkeitsmatrix K aus (4.L.2) zwar schwach bestzt, jedoch ist bei unregelmäßigen
Gittern das Besetzungsmuster $ 6 völlig unstrukturiert. Hat man jeäoch feite
Nachbarbeziehungen zwischen den Gitterpunkten vorliegen, z.B. 5 oder 7 punkt Sterne(vgl. [9; $ 4"2]), besitzt K Bandstruktui und die ILUI Zerlegung läßt sich optimal
durchfüren.

(6.3) Gittergenerierung

In diesem Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, um bei finite Elemente Diskreti-
sierungen einerseits problemorientierte, andererseits strukturierte Gitter zu erhalten.

(6.3.f ) Definition

r := {li ,7., ...,1} heift zultissigeTiangulierung von Q, falls folgende Bedingungen erfüllt
sind

a) ! sind offene Dreiecke für 1 < i < t

b) die finiten Elemente sind disjunkr, d.h. : T n T = A für i+ j

c)

d) füri * j isrT,n ! enrweder

(, ber, oder

(rl) dne gemeinsame Seite der Elemente I und J , oder

(u) eine gemeinsame Ecke der Elemenre I und J .

V. C2T

m,u*
''.1:.Sf,,i,

o
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Wir wollen nun drei Strategien erklären, um eine Folge verschieden feiner Gitter auf
C) zu erzeugen:

l" regelmäßige Verfeinerung

Die einfachste Möglichkeit, eine Hierarchie verschieden feiner Giuer 16 ,T1 ,...,ry ZU
erzeugen, ist ausgehend von einer zulässigen Grobtriangulierung 16 sukkäesive feinere
Gitter x1 ,72,...,TN zu gewinnen, indem man die Seitänmitten dci Dreiecke einer alten
Triangulierun9 xel miteinander verbindet und so eine feinere Triangulierun1 reerhält,
welche aus 4- mal so vielen Dreiecken besteht wie rg_1 .

+

Abb. 2 regelmäßige Verfeinerung eines Dreiecks

Man prüft leicht nach, daß jede so entstandene Triangulierung tg zulässig im Sinne
von Definition (6.3.1) ist.

2. adaptive Verfeinerung

Eine verbreitete Möglichkeit, problemangepaßte Gitter zu erhaiten, ist an "kritischen"
Stellen des Gebietes, wie oben beschrieben, regelmäßig zu verfeinern und zu versuchen,
die Verfeinerung möglichst lokal zu halten" Dies erreichr man, falls man eine Halbierung
der Dreiecke zuläßt (siehe z.B. [8; $3.8.2].

_>

Abb.3 lokale Verfeinerung um das Dreieck "x".

Das Dreieck x wird regelmäßig verfeinert; dessen Nachbardreiecke halbiert; und die
i.ibrigen Dreiecke unverändert gelassen.

Um die kritischen Stellen automatisch zu lokalisieren, verwendet man üblicherweise
Fehlerschätzer, wie sie z.B. in t21l beschrieben werden.
Dabei entstehen nun aber ungleichmäßig strukturierte Giner, was bedeutet, daß das
Besetzungsmuster der Steifigkeitsmatrix weder a priori bekannt noch regelmäßig ist.
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3. problemangepaßte regelmäßige Diskretisierung

Um die Schwierigkeit von unstrukturierten Matrizen zu vermeiden, machen wir die

folgende Vorüberlegung:

Die zu unrersuchende partielle Differentialgleichung ist analytisch und numerisch

gutarrig: Hl -koerziv (vgf $2,$l). Jedoch macht der Rand unseres Gebietes Q (Boden-

iee) wögen seiner Komplexität (z.B.einspringende Ecken) Schwierigkeiten. Es wäre also

günstigfein regelmäßiges Gitter zu erzeugen, welches am Rand von Cl wesentlich feiner
ist als im Innern, und dann regelmäßig zu verfeinern.

Das folgende Verfahren läßt sich anwenden im Falle beschränkter, einfach zusammen-

h:ingendei null homotoper Gebiete des lR2 und zwar umso besser je mehr das Gebiet

einem langgestreckten Rechteck ähnelt.

Gittergeneration

a) Konstruktion des Grobgitters

Wir wollen nun die Grobtriangulierung to an folgendem Testgebiet Q erklären:

Abb. 4 Testgebiet

Man legt zunächst eine Konturlinie K in Q, die einen näherungsweise konstanten,

möglichst geringen Abstand zum Rand ä O besitzen soll.

IQ

Abb. 5 Konturlinie in f)

Danach legt man in den Zwischenraum von K und ä Q Dreiecke so nebeneinander,

daß für jedes dieser Dreiecke f, eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

l.) Eine Ecke vonl liegt auf ä C) und zwei Ecken auf K.

7.) Eine Ecke vonl liegt auf K und zwei Ecken auf ä fl.
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Ferner muß gelten:

3.) Erttillt ein Dreieck T die Eigenschaft (1) dann erfüllen seine Nachbardreiecke
die Eigenschaft (2) bzw. umgekehrt.

Abb.6 Randtriangulierung

4.) Die so entstandenen Eckpunkte K; der Randdreiecke, welche auf K liegen,
müssen sich paarweise durch Strecken verbinden lassen so, daß im Innörn des
von K berandeten Gebiets (nicht entartete) Vierecke{V1} entstehen. Dabei ist
darauf zu achten, daß in den entstandenen Vierecken der Quotient aus größtem
und kleinstem Innenwinkel möglichst klein wird.

Abb.7 Unterteilung des Inneren von K in Vierecke mit zu
spitzen/stumpfen Winkeln

A_bb.8 unterteilung des Inneren von K in vierecke mit günstigen
Innenwinkeln
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Man teilt nun jedes Viereck} in zwei Teile durch eine Diagonale S; von V; . Für die
Srecken {Si } muß gelten, daß je zwei Srecken S; und S; (i * j) sich nicht berühren
dürfen.

Abb.9 unzulässige Unterteilung der inneren Vierecke

Abb.10 zulässige Grobtriangulierung

b) Verfeinerung des Grobgitters

Man erhält rekursiv aus einem Gitter xg-1 ein feineres Gitter tgindem man alle Drei-
ecke von x g_ 1 regelmäßig verfeinert.

Abb.l1 erste Verfeinerung der Grobtriangulierung aus Abb.10
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(6.4) Numerierung der Gitterpunkte

(6"4.2) Definition Knotenringe einer Triangulierung

Seien NQ die Anzahl aller Dreiecke einer Triangulierung ra und Npa die Anzahl aller Ecken
dieser Dreiecke (Knotenpunkte). D := {Te n} r <i<rr, sei die Menge aller Dreiecke von ra.
Ps := {Pz,i }rsismr sei die Menge aller Knotenpunkte einer Triangulierung rs 

"

Sei NRs :=
3.2e-r+L fW C>0
2 für0=0

wirfassen nun Teilmengen vonpa zusammenzu Knoteningen : Rs,i I < i s N& ;
rekursiv definiert durch :

&,r := {Pe- ePe ipe,^e äe; I < m S Npu}
Für I < i < N& -2 definieren wir f,);*1 durch :

c)i*r := Q\{?- , | 1 m < Nu , mindestens ein Eckpunkt von Ts, Liegth oü, &,* }

W,i*r := {PB- e.Ps; ps, e äC);*1 ;1 < m S Npz}
Der innerste Knotenring &,lrR, besteht aus den übrigen punkten :

&"lin, := [Pe ,^ e Pü Pp, e
N&-t

"V,&,*;lSmSNP/)f,=l
Sei Q die Menge aller Knotenringe einer Triangulierung ra :

& := {&,r}l<i<N& . tr
Wir numerieren nun eine Triangulierung_t, entlang von punktringen gegen den Uhr-zeigersinn von außen nach innei durch.-Diäs müsän wir aus technischen Gründengenau fassen, wobei dabei einige einfache gro*"u'ii.tt. üb"tlril;äo-in"-gr*.i,

verwendet werden.

a) Numerierung der Grobtriangulierung

Für die Grobtriangulierung to existieren genau zwei Gitterpunkte A und B , für diegilt:

f ! 4 Dreiecke T1 , ...,T4, für die gilt:

A bzw. B ist gemeinsame Ecke von T1 , ..., T4.

Einer dieser beiden Punkte erhält nun die Nummer Npo/2+1. oBdA sei dies A.
Es existiert nun genau ein Dreieck T von rs , für aas giii:

A) AET
b) Zwei Ecken Ei , E2 von T liegen auf äe.
Diejenige Ecke E;, i e (1,2] von T für die gilt:

, ---------t -----_-)det(A - Ei, Er _ E;) > 0; i * j ; i,j e {1,2}
erhält die Nummer l.
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Danach numerieren wir die restlichen Punkte aus Ra,1 bzw. Rs,2 startend bei Ei und
danach bei A fortlaufend gegen den Uhrzeigersinn durch.

E1 A

Er' 0t

Abb.12 Numerierung der Knotenpunkte der Grobtriangulierung.

b) Numerierung der verfeinerten Grobtriangulierung

Wir betrachten nun das 4-mal verfeinerte Grobitter xe @> t)
Wir legen sukkzesive denjenigen Punkt mit der niedrigsten Nummer aus den Kno-
tenringen R4,; fest und numerieren dann die übrigen Punkte des jeweiligen Ringes gegen
den Uhrzeigersinn fortlaufend durch.
Es gilt : Po,r e P e .Dieser Punkt erhält auch auf dem Gitter rs dte Nummer 1.

Weiter gilt: Po,xn67z*r e Pe 
"

Sei m ;l < m < NRz, so daß Pd.Npo/z*r e R4-.

Wir legen dann für 0 < k < m den Punkt P4,p* mit der niedrigsten Nummer N1 eines
Ringes Rs,p fest durch:

Pa,y, liegt auf der Geraden durch P6,1 und Pe,ryq / z + I , und P4, N* € &3 .

Für Ringe &* mit k > m legen wir Pa,p, bzw. Ns fest durch :

1.) PzN. e &*
2.) Pa,p, ist Ecke eines Dreiecks, welches PzN.-, 11 und PzN*_, +Nq als Ecken besitzen soll;

wobei NQ die Anzahl der Elemente von &*-r bezeichnen soll.

T

y-'11,.i..::j.....;i ri:'irii:i :.I ; r .i
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2n+n-l 2n+n+l

+n

n-l

Abb. 13 Numerierung der ersten Verfeinerung von der Grobtriangulierung aus
Abb. 12; wobei n-1 die Anzahl der Punkte auf dem äußärsten Ring be-
zeichnet.

(6.5) Struktur der Steifigkeitsmatrix

Hat man nun für ein Gebiet gemäß angegebener Triangulierungsvorschrift (3) eine
Folge von Gittern as,...,ts^u.erzeugt und anschließend diä zugehörigen Knotenpunkte
fa mit Hilfe der in (6.4) anl?gebene Numerierungsvorschrift iumeri-ert, isr a priori die
Struktur des Gitters und damit die Struktur der zugehörigen Matrix bekannt.

Dies illustriert der folgende Satz:

(6"5.1) Satz

Sei für ein Gebiet f2 gemäß angegebener Gitterkonsrmktion (3) eine Folge von Gittern
T0,.".,Tg^^* efzeUgt"
t11 trestehe aus NT6 Dreiecken.

Dann gelten für die Anzahl der Grobgitterpunkte NP6, die Anzahl der Knotenringe
NR6 und die Anzahl NP&; (1 < i < NRg ) der Gitterpunkte auf dem Knotenring Ri,;,
die Beziehungen:

NPo=(NTo+Z)13

NRo=2

NP&,i=NPo/2 ie{0,1}

Sei t, die Triangulierung die entsteht , wenn man r0 2.- malregelmäßig verfeinert. Dann
gelten ftir die Größen: NTu, Npu und NRs die Beziähungen:



N\=4e'Nt
NPa= Q.2c+\.22-t.*t-*t -4e +1'3

N&=3'22-1 +1
Seien die Knotenringe &,- (1 3 m < N&) von außen nach innen fortlaufend durchnumeriert.

Sei NPQ- (1 < m < N&) die Anzahl der Gitterpunkte auf dem m .ten Knotenring.

Dann gilt:

NP&,i =22. 
**=* 

(1 <i<2c+l)
3

NP&,i =22'\n2 -s'(i-2e-D (2e +1-<i<N&-1)

Np&.n* - ze 'r. Nt-- 10 
+ 1

3

Das bedeutet:

fiir 1 < i < Ze + I üegt ein Ginerpunkt Pa; im i.ten Knotenring &; (von außen gezählt), wenn

(i- 1).zn.W+l s j<i zu YJ
3-3

für 2P + 1 3 i < 3. 2e 
-r üegt ein Gitterpunkt Pz; h i.ten Knotenring Q; (von außen gezählt),

wenn

(i-r).zu.N\*2-+
a
J
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(i - ze -t). (i - 2e -2) + r < j <

2e
Nfr+2

3

Ein Ginerpunkt Pa; liegt auf dem innersten Knotenring, wenn :

zze't. (Nt +z) - 2e+t. (2e -1 - t) + 1< j < Q. 2e + l), Ze-r

4.(i-2e )-(i-2e -D

Nt+2 ^a ,

--+ 

+l
-t

n

Der Beweis von Satz (6.5.1) beruht auf einfachen geometrischen Uberlegungen, die dann per

Induktion bewiesen werden können. Er wird hier nicht ausgeführr
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(6.5.2) Bemerkung
Falls für zwei Gitterpunkte P; und pj (i * j) einer Triangulierurg rs grlt:

P; und P; sind nicht dwch eine Dreieckseite mieinander verbunden,
folgt auf Grund der in $4.1 gewählten Diskretisierung für die Massen - bzw. S teifigkeis -
matrix :

Ktr=0 und Mij=0"

Wir können nun mit HiHe von Satz (6.5.1) und Bemerkung (6.5.2) die Besetzungs-
struktur der Matrizen K und M angeben.

-.In de-n folgenden Schemata bedeutet ein "x" , daß das Matrixelement, welches sich an
dieser Stelle befindet, i.a. nicht veschwindet. Alle anderen Matrixelemente sind null.

K

Abb" 14 Struktur der Steifigkeitsmatrix

D; sind NP&,, x NPRs,1 Marrizen (1 < i < N&) und Ns Np&,i x NpRg,,*, Matrizen
(1 <i<N&-1).

Dl N1

Nrt D2 N2

Nzt

Drm-r Nxn-t

D,f. Nr.

N,T

Nr
NR-1 DNn

'' 'i
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Für1<i<22ist:

Di=

Für 22+1<i<NRa-1:

D

tt = NRCJ

Der letzte Diagonalblock hat die Gestalt:

DN& =

dl2 .EZetle

n.te Zeile

I

I

I

x

x

:

x x

tt

T

x
x

x
I

x

x
x

xx
x x xx

xxx
rxx

xt
XII

x

TX
:xlx

XII
xxxx

xxx
x.

:
I

I

I I

x
x

t

T *

Abb.15 a-c Srruktur der Diagonalblcrcke der Steifigkeitsmatrix
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Die Nebendiagonalblocke Ns haben die Form:

Für1<i<22gilt:

N

Für22-1+l <i < 3.ze-1-l gilt:

N

n,l2-2e'i+22+1

n;12 + 1

ni-3
Il,

Für den letzten Nebendiagonalblock erhalten wir die Struktur:

NNRr-t =

tt
II

II
lr

It
II

! t
tT

IX
tt

tt
x(

I0
x
XX

xx
xx

XX
ix

X0 r !
xx

XX
x0"
x
XX

xx
xx

ü

I

g

x
xx

x0
xx

X

0

xx
x

0
x
xxxx

xx
xx

IFL XUx n
U

x
xx

XX
xx

xx
X

Abb.16 a-c Struktur der Nebendiagonalblöcke der Steifigkeitsmatrix
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Die Unregelmäßigkeiten in der Struktur der einzelnen Blöcke entsprechen den Gitter-
punkten der Triangulierung rg die im Innern von C2 liegen und weniger als sechs

Nachbarpunkte 1=punkte, die durch eine Dreiecksseite direkt verbunden sind) besitzen.

(6.5.3) Beispiel

Wir betrachten folgende Grobtriangulierung:

Abb.17 a Grobtriangulierung eines Testgebiets

Diese verfeinern wir zweimal regelmäßig und erhalten:

Abb.17 b Zweite Verfeinerung der Grobtriangulierung aus Abb.17 a
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Die Steifigkeitsmatrix, welche zu der Triangulierung von Abb.17 b gehört, ist einel4L x L4l Matrix mit folgender Beserzungssuikt*:

Abb"18 Die zur Triangurierung von Abb"r7 b gehörende steifigkeitsmatrix



"l

j

-4t-

(6.6) Herleitung des modifizierten ILU-Verfahrens

Zuhächst benötigen wir eine spezielle Eigenschaft des IlU-Verfahrens: die Robustheit
des Verfahrens.

Wir betrachten dazu folgendes anisotrope Modellproblem:

(6.6"1) - 8.u", - uyy = f(x,y) in C) := (0,1) x (0,1)

u=0 auff :=äCl;
wobei e << 1 sein soll.

Das Gebiet Q sei mit Hilfe einer Quadratgittertriangulierung zerlegt (vgl. [9; p.160]

0,1 1,1

CI

0,0 1,0

Abb. 1 9 Quadratgittertrian gulierun g des Einheitsquadrats

Mit Hilfe der Transformation:

x=/€,x'

formt man (6.6.l) um und erhält:
vv

1
(6.6.1 ',) - u.r i ' - Uy 'y ' = f(x',Y ') in Cl' := (0,

u(x ',y ') = 0 auf f

) x (0,1)
,t,

1t.:
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(6.6.2)

bzw. durch den 5 - punkte Stern :
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0-t
-e 2+2e

-1

I I ,[r,

0,0

Abb.20 transformiertes Gebiet e, 
t I {u,a

Bei lexikographischer Numerierung (vgl.[g; p.Sl]) kann man die zugehörige Steifig_keitsmarrix K(e) charakterisieren aurä'oän enän"ä z-puntte stern

J

I
-1

-e 2+7s
-1

(veI. [2a]).

(6.6.3) Kriterium

Sei K(e) ein singulär gestörter diskreter operator mit dem Grenzwert:

K(o) = ,lgo K(e)

Das. Glättungsverfahren sollte ein schneller (bzw.sogar exakter) Löser sein, frir dieGleichung:

K(0; = I

e

(6"6.4) Definition

Ein Glättungsverfahren heißt robusr, falls es das Kriterium (6.6.3) erfüllt.

tr

-: :.:.;t
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(6.6.5) Bemerkung

Das IlU-Verfahren (6.2.4) erfüllt Kriterium (6.6.3) für K(e) , definiert durch (6.6.2)
bzw. auch für das entsprechend diskretisierte "gekippte" Problem:

-Uxx-EtJrr=f.

tr

Beweis:

Für e=0 entartet die Steifigkeitsmatrix K(e) zu einer symmetrischen Bandmatrix,
bestehend aus drei Diagonalen. Da für eine exakte Dreiecks-Zerlegung einer solchen
Matrix K, bestehend aus drei Bändern gilt:

Sr=Slußu,
und wir für die Besetzungsmuster der Zerlegungsmatrizen L und U vorausgesetzt haben

ßrcSuuSl
folgt, daß in diesem Fall die n-U-Tnrlegung mit der exakten Dreieckszerlegung
übereinstimmt.

Wir definieren nun
Besetzungsmuster S r.
angeben.

(6.6.7 a)

(6.6.7 b)

QED

die IlU-Zerlegung für unser Problem, indem wir das

und $u für die Zerlegungsmatrizen L und U aus (6.2.I')

Sei dazu $s das Besetzungsmuster der Steifigkeitsmatrix K.

ft; := {(ij), 1 < i < j < NP;(ir)= Src} w ßz
SL := ((ij),I < i, j S NP;(i,i) e ft;) ;

wobei & definiert ist durch :

(6.6.7 c) p7 := {(r,j), 1 < i <,1 ( NP;
3k, I < k < NR; [& e R1 n i = r=Hr$rn,(.i P,' E &)] ].

Erläuterung zur Definition (6.6.7):

Falls man ein Gebiet Q gemäß der in (6.3) erklärten Weise diskretisiert (und
verfeinert), erhält man ähnlich geometrisch strukturierte Dreiecke wie bei der
Triangulierung (6.6.1 ') im Bereich zwischen der - in möglichst geringer Entfernung von
äQ gezogenen- Konturlinie K und äQ. Hierbei ist zu beachten, daß im Gegensatz zum
Modellproblem (6.6.1) derjenige Gitterpunkt mit der niedrigsten Nummer eines Ringes
P,,, über eine Dreiecksseite gekoppelt ist mit demjenigen Punkt von P-, welcher die
höchste Nummer besitzt. Um aber entlang eines Ringes P- unabhängig zu dessen
Entfernung zu den Nebenringetr P- - r und P- * 1 gleichmäßig genau zu lösen (Robust-
heit!), müssen wir für die periodischen Ausnahmestellen die Dreieckszerlegung exakt
durchführen. ßz besteht aus den Indexpaaren derjenigen Matrixelemente von U für die
diese zusätzliche n Eliminationsschritte durchgeführt werden müssen.
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Den Diagonalblöckender steifigkeitsmatrix $ (vgl.Abb 15) würden dann - beispiels-weise an gleicher Stelle bei der tdkrcn oberen priiäcksmatrix u - Diagonalblöcke derSrruktur:

entsprechen

(6"6"8) Definition modifiziertes ILU-Verfahren

Sei Q ein Gebiet, welches per Konsu-uktion (3) aus g 6.3 trianguriert wurde.Sei K die steifigkeits- und Moie Massenmarrix,.die eritsteht, falli man pr;ti;- (3.10),yi9 in (4.1) beschrieben wurde, diskretisiert.
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (vgl. 5.1.3):

(K-tuM)a=f ; aIM{E(}")}; fIE(}.).

Das modffizierte ILU-verfahren zt, Lösung obiger Gleichung rautet:

Sei B > 0' L, D, u s-eien die durch (6.6.7) definierten Zerlegungsmarrizen der MatrixK+B I (vgl.6.2.1'); (I bezeichnet hier die'Einfr.i,ro,ur.i*fl.'
(6.6.8 a) Sei x6 ein Starrvektor.

(6.6.8 b) Rekursionsvorschrift: Xi+t = xi _ o AB-r {(K _ I M) x; - f};

ir]1, 
AB.': (L'+ D) D-r (U'+ D) und festem or e (0,11 .

0l Dezerchnet man als Dämpfungsparameter, B als Shifrparameter.

(6.6.9) Bemerkung

Im Fall, daß die Steifigkeitsmarrix K symmerisch ist, gilt

L=UT.

tr

I

0r
I

I

I
I

I

I

I

\l
otr

01
0

0r
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ü
(6.7) Glättungseigenschaft für das modifizierte ILU-Verfahren

In diesem Abschnin werden wir untersuchen, inwieweit das modifizierte ILU-
Verfahren die Glättungseigenschaft (5.3. 1) fit die singuläre Gleichun g V.\.2) besitzt.
Dazu benötigen wir für die in $5 eingeführten Normen die folgenden Abschätzungen:

(6.7 "l) Bemerkung

Für die Steifigkeitsmatrix K und die Massenmatrix M definiert in (4.1) gilt
mit der Eliptizitätskonstante e aus Satz (4.2.2) und h := max(Länge der Kanten der
Dreiecke der Triangulierung von Q):

lilKill < c

lllM lll < chz

ilrill,,l < ch-2

ilK-til <cn'z le
ilr 1il-v sC I e

ilM lil < ch-2 tr
Bewets:

siehe [9; 8em.8.8.4, Satz(8.8.6) und (8.8.7)] und [8; Prop.6.3.28)]
QED

Da das IlU-Verfahren zunächst für Finite Differenzen Verfahren entwickelt und
angewendet wurde (vgl.[23]) und dort Normen verwendet werden, welche der diskreten
Operatornorm lll. lllv bzw. lll. lll pr in bezug auf die h -Abhängigkeit bei den Abschätzungen
(6.7.1) am natürlichsten entsprechen, werden wir im folgenden Abschnitt mit dieser
Norm arbeiten.

Wir werden zunächst die Glättungseigenschaft für ein reguläres Problem unter
geeigneten Voraussetzungen nachweisen, um dann die singuläre Gleichung (4.1.2) als
Störung dieses regultiren Problem zu interpretieren. Daraus erhalten wir dann die
Glättungseigenschaft auch für dieses Problem.

Wir betrachten dazu zunächst das lineare Gleichungssystem:

(6.7.2) K-r=f

mit der reguliiren n x n Matrix K und den n-Vektoren -r und f.

Ein Iterationsverfahren zur Lösung von (6.7.2) läßt sich schreiben (v91.6.I.2)

(6.7.3)
a) .16 sei ein gegebener Starwektor

b) xi+t - S,ri + Nf

mitderlterationsmatrix S := I -A-lK und N := A-1.

Für das modifizierte ILU-Verfahren ist die Matrix A, welche K "möglichst geschickt"
approximieren soll, durch (6.2.1) und (6.6.7) definiert.

ffi "+s1,,r",i 1i.;,;Tt
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(6"7.4) Satz

wir betrachten das Iterationsverfahren (6.7.3) für die Gleichung (6.7.2).
Voratnsetzungen:
(6.7 -5) a) die n x n Matrix K sei symmerisch und positiv definit"

b) Kseizerlegtin: K=As-C;
c) wobei frir Ap gelten soll: AB = Af, i Ap positiv definit.

d) llAp lh,r s CA h-2

Wir definieren:

So,r:=I-olAgt K.

Dann existiert für gegebenes r) e [0, 1) ein oo e (0,1], so daß:

llK Sd, llv < Ce q (v,r)) h-2 frir ol e (0,oro l

und q (v,t)) definiert ist durch:

r/ rluq(y,ü) := mix
(v+ 1;('+t1 ' 1+O

tr
Beweis:
siehe [25; Theorem 3.1.3.| QED

(6"7 "6\ Satz

Es gelten die voraussetzungen (6"7.s a-d). sei ü e [0,1) gegeben und B6 definiert
durch:

fu,= r'#" f,min . (1+r))
mit 1,n-,;,., := min{lI l, I ist Eigenwerr von So,t }.

Dann erfüllt fiir B > p6 der modihzierte Glätter SB,r die Glättungseigenschaft für das
Problem (6.7.2):

llK sp,rv lh"r < Ce q (v,r)) h-2 für p e (O,Fo l. tr

Beweis:
siehe [25; Theorem 3.1.5)] eED
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Wir betrachten nun das singuläre Problem:

(6.7.7) (Ke - Le Mt ) ue = fe ,

wobei wir uns die Matrizen Kg und Mg durch die Diskretisierung der
Differentialgleichung (3.10) mit Hilfe von finiten Elementen entstanden vorstellen,wie
sie in $4 beschrieben wurde.
Das Iterationsverfahren für (6.7.7) sei gegeben durch:

(6.7.8)
a) .rg sei ein gegebener Startvektor

b) xi+r = S(I).ri + Nf

mit der Iterationsmarix S(1,) definiert durch :

S(1.):=I-A-1 (r-1"M)
und N:= A-1

A ist die durch (6.2.1) und (6.6.7) definierte approximative Inverse von K.

(6.7.9) Satz

Wir betrachten das Verfahren (6.7.8) zur l,osung von obiger singulärer Gleichung und

definieren:

ks := -7"e }l^e; Sz := I - A-tKr; Sz := \te A-1 Mr; S(1,) l= S/ * Sz

Voranssenungen:

Es gelten die Voraussetzungen (6.7.5) und fiir hinreichend kleines he gelte :

a) Sa besitzt die Glätnrngseigenschaft für das reguläre Problem (6.7.2), d.h.

llKz Sä llh,r s q(v) h;2 0 < v < -(hz) 
;

0 < rl(v) -+0 für Y -+-
(hr) = - oder lz(hz) -+- fürha +0.

b)

c)

d)

Beweis
(i)
(ii)

Behauptung :

(i) Dann besita Verfahren (6.7.8) für die Gleichung (4.1.2) die Glättungseigenschaft.

(ii) Für das Eigenwertproblem (f e = 0 in Gleichun e 6.7 .7)) ist (5.3.1 i und ii ) erfüllt.

ü

lllsz'lll < Cs(v), v 1 r,(hz)

Iim hzo ilKz 1p = 0
E -t*
lim lllSi lil = o

2 --+*

siehe [8; Criterion(6.2.7) ]
(5.3.1 ii) folgt sofort aus der Rekursionsvorschrift (6.7 .7).
(5"3.1 i):
Zu zeigen ist:

llls(tr)" - s6)ulll < c li. - [l
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Es gilt, fails h6 hinreiehend klein ist:

llls(t)' -s(t),lll s
v- I

v- I

,[ ttttlt, ilr. ils(r.) - s([) lll.llls6) ;1v'1',

QED
Es bleibt jetzt noch nachzuprüfen, inwieweit unser konkretes problem (4.1.2) mitunserem speziellen Glätnrngsverfahren die Voraussetzungen der Sätze fO.Z.Sl, 6.7.7)und (6.7.9) erfüllt.

I ) V orausserzungen (6.7.6 )

a) K=KT klar.

In unserem Fall (Neumann-Randwerte) ist K lediglich positiv semidefinit, da mit:
c6 := inf{ft (x,y) ; x; e Q} (h (x,y) bezeichnet hier die Tiefenfunktion)

gilt:

(Yu,hVu) > cr, (Vu,V u)

und (Vu,hYu) =e.
Da durch unsere Diskretisierung (4"1) die konstanten Funktionen auf O exaktapproximiert werden, bedeutet dai fiir den Kern der Steifigkeitsmatrix K:

kerK=span {uelRn,ul= 1 für l cl<n}
Wenn wir nun (6.7.7) äquivalent umformulieren in:

(K/ - Xe' Me )us= f pi

mit.Ks''. K4 +t.\e.i .X3'.:=\e *t undr > 0; re o.(M-1f) (, fest!),
erhalten wir eine positiv definite Mur.i* Kp' , die wir dann zerlegen.

c) Ap =Af, ist nach Definition (6.6.g) klar.

Die,Eigenschaft: ,, Ap Positiv definit " nennt man Stabilitiät. Darauf wird in (6.g)
ausführlich eingegangen.

d) Man benötigt:

llln illu 'Ca h-2 .

Diese Bedingung ist so zu interpretieren, daß das Glättungsverfahren die hohen Eigen-werte der Marrix K gut approximieren soll.
Für das Modellproblem der anisotropen Laplace-Gleichung auf dem Einheitsquadrat mit

- 0 ; falls Vu = 0 (d.h. u = conSt.)

> 0 ; sonst
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Dirichlet-Randbedingung, welches unserem in gewisser Hinsicht teilweise gleicht
(vgl.Erläuterung zur Definition 6.6.7), wurde von Wittum [24; Criterion2.L und Lemma
2.31 gezeigt, daß für die Restmatrix

N:=K-A

gilt:

llN ll- < e h-2 C

mit e aus (6.6.1).
Wegen Bemerkung (6.7.1) folgt dann mit Hilfe der Dreiecksungleichung sofort die
Abschäzung ftir A.

2) Voraussetzungen von Satz (6.7.9):

a) folgt aus Satz (6.7.4) bzw.(6.7.6)

b;) Wir benötigen die Abschäzung :

ilhrlllu < chz.
Dies bedeutet zusammen mit (6.7.5 d), daß A die Steifigkeitsmatrix K nur im oberen Bereich ihres

Spektrums gut approximieren sollte (vgl.Abb.2l) . Dies ist vor allem deshalb sinnvoll, da wir Mehr -

gitterverfahren effektiv verwenden wollen und die niedrigeren Eigenwerte auf den gtöberen Ginern

approximieren, bzw. für die niedrigsten Eigenwerte auf dem gröbsten Gitter exakt lösen. Falls A bei -

spielsweise mit K übereinstimmen würde, wäre ein Mehrgitterverfahren überflüssig. Für ein Modell-

problem auf einer Quadratgittertriangulierung wurde obige Abschätzung von Wittum [23] durch

Kriterium (5.2.4), Lemma (5.2.2) und Bemerkung(5.2.4) bewiesen.

b,) Aus (b;) folgt dann:

llls;lll < lllr - R-tKzill'< ilh-lNlll'< (ch2h-2)'= c(v).

o(K)

o(A)

o.r A 1-z c* [' cah

Abb. 21 Verteilung des Spekrums von A und K.



c) Für jedes feste l" e C gilt:

d) Zu zeigen :

Folgt aus :

n\*h'n lllRs lllM = I rry_rt} ilr"r, ilu < l. Czrim h2 = o.
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lim
4 -+* lllSä lll = o"

llls; lll = r l1A-lue lll < l. ;14-t ilLu. lilvrz ilh,{ < c?,"h2e 

= 
0.



I
I
i -51-

(6.8) Stabilität der IlU-Zerlegung

In diesem Abschnitt werden wir den in $ 6.7 kurz erwähnten Begriff der Stabilität
definieren und für eine spezielle Triangulierung, welche der in $ 6.3 definierten in
gewisser Hinsicht ähnelt, die Stabilität beweisen.

Wir betrachten folgendE Situation:

(6.8.1) gegeben sei eine symmetrische n x n Matrix K mit Besetzungsmuster $6.

Sei das Besetzungsmuster der strikten oberen Dreiecksmanix U gegeben

durch $u.
Analog zu (6"2) zerlegen wir dann K in:

K=(J+D)r o-r (U+D)-N ;

wobei D diagonal sein soll.

Weiter muß gelten:

&;ubv&.'t)k
&rnS=9.

(6.8.2) Definition

Die durch (6.8.1) definierte n-U-Tnrlegung heißt stabil, falls gilt:

Di,i>0 fiirl<i<n.
tr

Es gilt:

K:=(U+D)rO-1 (U+O)

ist positiv definit genau dann, wenn die Zerlegung stabil ist. Wie man in $ 6.7 gesehen

hat, benötigt man die Stabilität der T.erlegung für den Beweis der Glättungseigenschaft.
Aussagen über die Stabilität der Zeriegung existieren bisher nur, falls K eine M-Matrix
ist.

(6.8.3) Definition

Eine n x n Matrix A heißt M-Matrix, falls gilt:

(6.8.4) a)

(6.8.4) b)

Ai,i > 0,fürl< i< n

Ar, S 0,fürl S iTSn i+j
A ist regulär und A,j 2 0 , für 1 ( r,y s n.

tr

i.:. .i rl 111
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(6.8.5) Definition

Wir berachten eine Triangulierung r eines Gebietes e.
Ein Knotenpunktq (i < i < NP) hetßrinnnerer bzrx.ät!\erer (Knoten-)Punkt, falls gilt:

B e aO bzw. !eäfl.
Ein Knotenpunkt Pl istNachbopunkt eines Knotenpunktes S, falls gilt :

! und P; sind durch eine Seite eines Dreiecks T e t verbunden.
Ein Knotenpunkt P; heißt randnaher bz.at.ran"dferner (Knoten -) Punkt, falls es mindestens einen

bzw. keinen Nachbarpunkt P; von S gibt, der ein äußerer punkt isr
Seien nun P; und P; zwei innere Nachbarknotenpunkte. Es existieren dann genau zwei Dreiecke f
und I von T die Q und P; als gemeinsamen Eckpunkt besizen. u.ibzvt. o; sei derjenige Winkel in

T bzw. I , welcher der Dreiecksseite Q$ gegenüber liegr
Wir definieren :

C[,y l= A,i * A.i ;

I := {(i,j), I < i < j< NP ;Rundp;sindinnereNachbarpunkte}

A1 := 
r$l%r 

0i;

tr
Für Satz (6.8.7) benötigen wir noch folgendes technisches Lemma:

(6.8.6) Lemma

Sei 0<a,p<n
Dann gilt:

cotü,+cotp(0 <+ a+p>n.
tr

Beweis:

cot a+ cot B = sin (a + p)l (sinasinB )

Wegen der Voraussetzung gilt: sina sinB > 0.

Aus

sin(a+P)<0 aa+F>n und sin(a+F)=0 ea+F =nfi; ne {0,1}
folgt die Behauptung.

QED

, . . . . !ri,,:_.,1 .;t l. -t: l:,3'1::i
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(6.8.7) Satz

Sei t eine zulässige Triangulierung des Gebietes fl, welche NP Knotenpunkte und n

innere Knotenpunkte besitzt. t darf kein Dreieck enthalten, dessen Ecken alle auf äQ
liegen.
K sei die n x n Steifigkeitsmatrix, die entsteht, indem man die Gleichung:

(6.8.8) -Äu=f in0
u=0 aufäQ

mit Hilfe von stückweise linearen, stetigen finiten Elemente über t diskretisiert.

Belwuptung:
Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

a) K ist eine M - Matrix

A"(n.b)

Beweis:

Sei T ein Dreieck der Triangulierung t mit den Eckpunkten

o = G;)'', = tl)'o = C;),
die gegen den Uhrzeigersinn fortlaufend numeriert sein sollen.

Weiter definieren wir :

I

/Xr - xi\
t' 

'= [r* _ ,rJ

I A;-xi\
J, 

,o ,= 
[r, _ 

,,.,JC,
,sj

-X1

-Y*

C[; l= / (s1,s;), aj ? I (s;,s1), Crp := Z (sr',s;).

Die sttickweise lineare Finite - Elemente Ansatdunktion b;(x,y) auf T, für die gelten soll

b;(xi,yi) = 1 , bi(x;,y;) = 0,b;(xr,yr) = 0,

lüßt sich in der Form schreiben :

b1(x,Y) =
(x - xi)(yr - y;) - (y - y;Xxr - x;)

(x; - x;)(yr - yj) - (vi - y;X*r - x;)

_ (x - x)(yr - y;) - (y - y;)(xr - x;)

2lrl



1yb;(x,y) = ;1r.,si ;

wobei für einen vektor . = G) C definien ist durch :

(;)',= [',.)

Daraus folgt:

Es gilt dann :

(6.8.e)

Analog zeigt man :

(6.8.10)
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lsrl ls;l cos a1 1

2lsllls;l sina* z
Cot C[p

J .oo,,vbir = #<si,si> = #(s;,s;)

J; < vbi ,vb; > * lt'12 -
4l rl

sm c[,

2 sin a; sin cr1

1. Teil: a =+ b

indirekt : Wir zeigen : Ar ) n =+ K ist keine M _Matrix.
Sei A" > n.

=+ 3 (r,7), I < r,j S Np ; R und p; sind innere Nachbarpunkte, und :

C[,.]=(/.i*(I'i)ß
Aus den eben hergeleiteten Formeln folgt sofort :

Ko = -lt.or', * cotcr;), mit ü; * c! ) rr.
2

Wegen lrmma (6.8.6) gilt :

Ku>o
=+KistkeineM-Marrix.

2. Teil: b =+ a

sei der Isomorphismus p wie in Abschnitt 4.1 definiert und u e lfl so,daß eu e H$1a;
Dann gilt:

<u,Ku> = (vpu, Vpu)6 > 0 füru * 0

= 0 füru = 0

(Friedrich s che U ngleich u n g)

K ist positiv definir
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Da K symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte von K positiv.

Weiter folgt aus A" S n, daß alle Elemente Ki., $* j) von K nicht positiv sind.

Aus Satz (6.8.11) folgt dann die Behauptung"

QED

(6.8.11) Satz

Sei A eine n x n Matrix, die den Eigenschaften (i) und (ü) genügr

(i) Ari.0, l<i,j<n:i+j.
(ii) Jeder reelle Eigenwert von A ist nicht negativ.

Dann gilt: A isteineM-Matrix.

Beweis:

siehe [3; Theorem(6.4.6) Kriterium Cs] QED

(6.8.12) Bemerkung

In [19; p. 78] wird ein ?ihnliches Winkelkriterium wie die Bedingung ,,,\ S 7t"

angegeben, welches jedoch nur hinreichend dafür ist, daß K eine M-Matrix ist.

tr

(6.8.13) Bemerkung

Wir betrachten eine zulässige Grobtriangulierung ts des Gebietes Q.

rp beznichnet dieTriangulierung, die entsteht, indern män Ts ?-mal regeknäßig

verfeinert (vgl.6.3).

cr sei der größte Innenwinkel, der Dreiecke der Triangulierung t6.
Sei / >- 2.

Dann gilt:
Die Steifigkeitsnnrix Ka , welche zu Triangulierung rs gehört ist eine M - Matrix

<+ u < nlT

o
Beweis:

l.Teil: rr+rr

indirekt: Wirzeigen: cx, > nl2+ Ka istkeineM-Marix für 2. >-.2.

Es genügt zu zeigen : Es existieren zwei innere Nrchbarpunkte R und P; ftir die giit :

CI-tt , n.

tr
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Sei T ein Dreieck von T0 , welches einen Innenwinkel besizt, der größer als rc/ 2 isroBdA sei dit
a1'Die Bezeichnungen seien wie in Abb.22 a bzw.b. Regelrnäßige Verfeinerung (verbindung der
Seitenmiten von T) ergibt vier neue Dreiecke, weldre alle ähnlich zu T sind. Abb.22b zetgtT nacl
zweimaliger verfeinerung. Aus Symmetriegründengilt für die punkte e und e :

Q und R sind innere Nachbarprnkte und os = 2. ar > ?[.
Wegen Lemma (6.8.11) gilt dann : (Kr)", > 0;
:+ Ke ist keineM _ Marix.

q

I
ü

P3
D
'3

Abb .22a Dreieck mit stumpfen
Winkel c,

2.Teil: 'rs''

.-Da bei regelmäßiger Verfeinerung eines Dreiecks vier neue Dreiecke entstehen, diealle ähnlich zum alten sind, folgt auJ cr < nlz,daß der t;tt " 
Innenwinkel aller Dreieckejeder Triangulierungsstufe kleiier oder gteictr nlziü.ö1"-n"r,uuptung rotgiJann wie imBeweis von Sarz (6.8.7) Teil 2.

QED
(6.8.14) Bemerkung

_ P"i adaptiver verfeinerung (Halbierung einiger Dreiecke vgl. (6.3) (2)) einerTriangulierung entstehen Dreiäcke, deren gr-oßtr. fri*rt mindesteü i1z-i'rr.'-

tr

Abb.22b Dreieck aus Abb.22 a,
zweimal regelmäßig verfeinert

Beweis:

Folgt aus elementaren geometrischen überlegungen.

Wir wollen nun die bekannten Ergebnisse über die Stabilität d,er II-IJ-Zerlegung vonM-Marrizen kurz zitieren.

(6"8.15) Satz

,-?i:.rLU- zetlegung einer symmetrischen M-Matrix K ist stabil, falls wir Situation(6.8.1) zu Crunde legen.

o
Beweis:

siehe [l 3]
QED

..i
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Für den nächsten Satz betrachten wir folgendes Modellproblem:

-Au=f in (0,1)x(0,1)

u=0 aufäQ;

diskretisiert über eine Hierarchie liquidistanter Giaer mit Schritnv eite hs, / e N;
he + 0 für E + *, indemwirden 5-Punktet,"ir 

I
Ke = n?l-t 4 -1 

|L -r j
benutzen (vgl.[9; $ 4.2]).

(6.8. 16) Satz
Wir verwenden die Bezeichnungen aus (6.8.1)" Sei n := I lh, - 1 und Np = n2.

a) Es gelte:

&:v&:tvb = &a (5punkt-tr_U)

N := Kz -(U + D;rp-t (U + D).
Behanpung :

Fürjedesi (1 < i < n)istdieFolge {Di*in,i*.;n}o.i.n-1 rnonoronfallend(bezüglichj)und

konvergiert für n -+ oo gegen ös = 2 + [2

b) Es gelte (mit N aus Teil a) :

&r u &;t u So = Sr, u Su (7 Punkt-I-U).
Behanptung :

Fürjedest (1 < i < n)istdieFolge tDi*h,i*j,)o=;.n-1 rnororonfallend(bezüglichj)und
konvergiert gegen ü = 3.294... .

tr
Beweis :

a) siehe [24]
b) siehe [22]

QED

Das folgende Beispiel zeigt, daß die Bedingung: ,,K ist eine M-Matrix" zwar hin-
reichend (vgl.Satz (6.8.15)), aber keineswegs norwendig ist.

(6.8.17) Beispiel

Sei

P1:= (0,0)T , P2:= (1,0)T, P3 i= (0.5,0.5/c)T, p4 := (1.5,0.5/c)T;

mit I <c (- (bezogenauf einkartesisches Koordinatenkreuz).
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Sei Q c lP aas @eschrtinkte) Innere des Vierecks, welches die Ecken B (1 < i < 4) besita.
f := äf)

1

SeinelNh:= j;k:= r-1.
2n

Die Triangulierung t von C) entsteht, indem man für 0 ( j < n
1.) diePunkteQ := (2fh,0) und! := (2ih + 0.5,0.5/c) durchSi i= ffi,
2.) diePunkteQ, := (ih,ih/c) undS := (1 + ih, ihlc) durchsi' := Q,{,
3.) die Punkte Q und Q; durch S;" := EQ;,
4") die Punkte I und ft durch S;"' := ffi,
verbindet.

Die Numerierung der Punkte sei lexikographisch (vgl.[8; p.51]).

(o.s .5 .s/c)

(op) (lp)
Abb.23 f) aus Beispiel (6.8.17) mit beschriebener Triangulierung

(6"8"f 8) Bemerkung

Jedes Dreieck von r hat die Gestalt

t/.

2tr

und es gilt:

cos cx, = 0-&) I e+$ .

Für c= 1 erhält man: o =n12;d.h. eine euadratgitterrriangulierung;

für c -+- folgt o -e-; d.h. man erhält eine entartete Triangulierung

R--tai

I

T

tr



T
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Wir betrachten die Gleichung:

-Äu=f inO

u=0 auff.

Diskretisierung mit stückweise linearen Finiten Elementen über t ergibt ein LGS der

Form

K u=f

(vg1.4.1.2); wobei die k2 x k2 Steifigkeitsmatrix K die Besetzungsstruktur besitzt:

mit den k x k Blöcken D und N:

D. N., =

Abb.24 Besetzungsmuster der Steifigkeitsmatrix für die Triangulierung t aus

Beispiel(6.8.17).

Es gilt für die Elemente (i,7 ) e $6:

a) K;,i =:"* 1
c

I
XI

II
XX

xx
xt

xx
xx

xx
trx

xx
XX

1< -r <k

(6.8.19) b) K;,i K 1
c',

T(
=-lcrt

Dl Nr

Nrt D2 bt,

Nzt

D*-, Nr-r

NI-t Dh

DJ N/

N,T

I

I

I

t

I

c) K;,i-t*l = Ki,j*k-l = Kli-k =K4i+k = -c



-60-
(6"8.20) Bemerkung

Für c > 1 ist Kkeine M-Matrix mehr.

tr
Beweis

Il l\K,.i*r = -lc--J r O t ftirc > t.2\ c.

QED

Im folgenden werden wir die Elemente {K;;}r < ij <p von K mit

KP := K;,;

Kp := Ki,;*l = Ki*/,j

K9 := K;,i**-t = Ki*&-1,j

K4 := K;,;*t = Ki*ti

bezeichnen. Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir die Elemente der Diagonal-
matrix D aus derD-U-Zedegung (6.8.1) mit :

D; := D;,; '

Wir geben nun die Formeln an zur Berechnung der unvollständ.igen Zerlegung von K.

(i) Uii*t = KA ,

lJi,iot-t - Ks - Ui-1., {o 
,' D;_r

(6.8.2i) (ii)

Uii+r = KN - U
K6

i-k + f.i
D;-t* t

Bei obigen Formeln ist zu beachten, daß alle Terme, die nicht positive Indizes
enthalten, null gesetzt werden müssen.
Beachte: In den Formeln (ii) und (iii) wurde (i) bereits benutzt.

(iü)

,.:t' ,,,''Uf**
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Wir wollen nun die Stabilität fiir die durch (6.8.21) beschriebene n-U-Tnrlegung in
Abhängigkeit des Parameters c untersuchen. Dabei werden wir sehen, daß die TnrIe-
gung selbst im Entartungsfall (c +""; stabil ist.
Die Beweisidee dabei ist, zunächst die Elemente der TnrIegungsmatrix U durch die
Diagonalelemente Kp abzuschätzen (z.B.lUi,i*,r I S const.Kp), uncl diese Abschätzungen
dann in die Formel zur Berechnung der Elemente der Diagonalmatrix D (6.8"21)
einzusetzen. Damit kann man dann induktiv eine Abschätzung nach unten für die
Elemente D; gewinnen, der Form: Di > c Kp, wohi q nicht vom Störungsparameter c
abhängt.
Um den Beweis, der sehr technisch ist, möglichst übersichtlich zu halten, werden die
dafür nötigen Lemmata und Hilfsbehauptungen im Anschluß daran nachgeholt.

(6.8.22) Satz

Die durch (6.8"21) beschliebenen-U-Tnrlegung derMatrix Kist für aile c > l stabil.
Genauergiltfür1<i<k2

Kp > Di > cr Ko , mit c[ = 0.612"
o

Beweis:
Die Behauptung gelte für 1 < i < m; mit m e [1,k2] .

Lemma 6.8"27, Lemma 6.8.36 und Lemma 6.8"42 beweisen dann die Abschätzungen:

1) lu,;i*r-,| <firo, für1<i<min(m+l,k),
1

lUiinrl S :Kp , für I < i < k,
6

undfallsm > k
2a) fürl< c< 1.9:

lU;.t*r-rl S KD, für k+1 ( i < min(m+1,k2-k;,

fiir k+ 1 < i < min(m+k- 1,k2 - 1),

1

;
J

2b) fürc > 1.9 :

lU;*,; = *"o ,

|U,,,*r ,l . ;$7 ro ,

lui,*,| = **o,
s0wle

3a)

3b)

für I < c < 1.9:

|u,,,*ol < 0.305. KD ,

für e > 1.9:

für k+1 < i < min(m,k2-k),

für k+1 S l< min(m+k-1,k2- 1),

für 1 < i < k2-k,

für 1 < i < k2-k
1

J
lut,,*t Kp

ffi-ffi *:oj'!'*;''

Wir können nun mit obigen Abschätzungen den Induktionsbeweis für D; führen
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Für den ersten Block von K (1 < t < k) zeigen wir die Behauptung explizit, und folgerndann für die übrigen Blcicke induktiv.

lnduktionsanfang :
Lemma (6'8"23) znigt: Die Behaupung von satz (6.8.22) gil..: frir die Elemente D; des ersten
Blocks(l <i < k).

Induktionsschlul3 (k+ I < ; < f; :

Es gelte : D- ) 0.612 .Kp für alle m < i

l.Fall lSc<1.9
Mit den Abschätzungen für die Nebendiagonalelemente folgt :

Di=Ko rJ?-,., IJ?-t*r"i

Di-l Di-r*l D;-r

u?+;

)Ko [; .o3os2.*] Flr*o
<+ -F2np l:+0.3052.1-l >0.Le 36J--'
Die letzte Ungleichung ist erfüllt fiir f = 0.6344 , d.h.

Di 2 0"6344.Kp > 0.612.Kp.

z.Fall c> 1.9

Analog wie beim ersten Fall hat man jetzt en p nfinden, das die ungleichung :

_F,+u 1",#.;.#] ,,
erfüllt ß = 0.6121 ( > 0.6t2 l) genügt der Ungleichung.

Die Abschätrung der Elemente von D nach oben durch Kp ist rivial.

(6.8"23) Lemma

Wir verwenden die.Bezeichnungen aus Beispiel (6.g.17).
Für die Elemente D; im ersten Bl;k der Matrix D (1 < f < k) gilt:

D, ) o.Kp.
Beweis:

Wir beweisen die Behauprung induktiv:

Induktionsanfang:
Es gilt:

Dt=Ko>0.612'KD

QED

'' : .!. ; 
. , 

'-. 
:;-{:]_ ," 

,,. 
_, , .: - 

, . ";.s 1... r -.. f r"*.p;!{F tttf,-ttvjlr19T*.q

,: 
_::.i 

- ,\
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InduktioruschluJ3:

Seinun2<i<k"

'0'* fr -

rJ?_, , I> B. K^
F. K,

fitB = O.S + 1
4
J
{, =0.e71...

Di = Ko -u?'';
D,-,

Wir nehmen an : D- > 0 .Kp für alle m < i.
Dann folgt ftir Di :

Di=Ko "i")Ko-Di-,

(+ u?.'i
Tts-

Das bedeutet:

Di > 0.971.Ko > 0.612"Kp.

(6.8"24) Lemma

(6"8.2s) b)

c)

Wir kommen nun zu den Abschätzungen für die Elemente der Zerlegungsmatrix UDazu müssen wir zunächsr die Rekursioisformel (6.t.tij;;eignet umformen.

QED

für j = /. k + l; 7 e lN

U i-*,i-t frir i* 7. k + 1

In den folgenden Formeln 1in{digenigen Terme null zu setzen, welche nicht positiveIndizes enthalten" Dann gilt fiir die Etemän," tü"j, 
= ; =;; 

von u:

U;,io* = KA,

tJi,i*.x.t: Ko 3 KN + 
= 

*L 
rJi-r,i-t ,Di-r D;-r.Di-r

I-li,i*r =KN ;LKo+= t rJi-*,i-r*tDi-tnl - Di-r.Di_**,

a)

Indem wir die Beziehungen (6.g.19) benützen, erhalten wir :

a) IJii*r= -c

b) Ur,i+k-l = Q

(6.g.26) c) ui,i**_t = -"*] "2-7 * 
"2 Di-l Di_t .Di-r

d) U,ti+ _ : l-
- /' K

c2 c2+-Ui_*,i-r*1 füri*jDi-r* t D;-**t
e) U,ti+

Ifiirl =0
T(

II - -l?\
Ic- -
t

k.

0
Beweis

Der Beweis erfolgt durch einfaches Einsetzen und wird hier nicht ausgeführt

wr
bt r,.,
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Wir werden nun die im Beweis von Satz (6.8.22) verwendeten Abschätzungen für die
Elemente der Matrix U beweisen.

1") Abschätzungen für U;,;*p-1

t6"8"27) Lemma

Es gelte Satz (6.8.22) fiir I < i S m, mir m e [1,k2]. Dann gilt:

a)

undfallsm> k:

b)

lU;.1+r-,1 s * xu für2 < j< min(m+1,k),

lU,.;*t., I s 1

Z.Aggi 
Ko fiirk+ I < i < min(m+ 1,k2_ k + 1).

c) Für I < c < 1"9 kann man Ungleichung (b) versehärfen :

lu,,;**.,,ls *xo fürk+t < i< min(m+l,kz-k+ 1).
3

Beweis, 
O

zu (a) :

Sei D := D, mit s < j < min(m+ 1,k). Dann gilt:
c2-l

3cz +l -
1

- . :- ( cr mit a aus Behaupmng.2 3cz + 1

r c2-r
-. 

- 

( g
2c

L c2-l-c+ _. -- < 02D
I c2-l

lUr;o*-rl= c-:. 

-
2D

Einfache Rechnung zeigt :

I

2
2

1

:+ ie

I
3c + -

c

fürc > I
6

= cKo ( D (nachVoraussetzung)

(6.8.28)

1cc- -.---(c2 3ct +1
I c2 - 1 IC-_--__(g__2D 2

n5'-i)<-
18

c2-L
3c + ]

5
lU;nr-,I < 

,, 
Xo .

F
5

18

l\c+ - Ic)

=

(r". :)
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zu (b)
Wegen Gleichung (6.8.28), (6.8.26 c) und (6.8.19 c) gilt:

U;,,*t-r S 0

d'h' lUi,i*t-l l=-Ui,i*t-r ftir 1<i<min(m+l,k2-k+ 1;

Wir wollen nun induktiv Konstanten qr bestimmen, die die Abschätzung:

(6.8.29) lU;,;*tr l< 1/q,.KD

Di-l 'D;.r
Ko

Qn

Wir zeigen, daß p = gn+t die Ungleichung:

fürl<i<min(m+l,k2-k+1);s:=[(i-1)/k]+lerfiillen(d.h.Uj,,+&_7 liegtims.ten
Nebendiagonalblock von oben gerechnet). [.] bezeichnet hier die Gaüßklammer. Sei i-*
und n-o definiert durch:

i."* l= min(m+1,k2 - k + i) i omax := [(lrn* - 1)/k] + 1.
Dann gilt:
Die Folge {q"} r < s (,max definiert durch:

Qt = 3'6

(6.8.30) Qs+r=, 
tut*ot 

- fürselNl<.isn*u*
6q"cr'-qrcr+2

erfüllt Abschätzung (6.8.29). Wir zeigen dies induktiv:

Induktionsanfang:

Teil (a) beweist: er = 3.6.

Induktionsannalane:

Formel (6.8.30) sei bewiesen für I ( s ( n, mit n = trr"*- 1.
Sei also lu,-*^,-, I< 1/q"'Ko für t(t- l)/kl = z (a.n. lJi-t,r-t liegt im n.ten
Nebendiagonalblock) .

InduktionsschlulS:

wir setzen die Induktionsannahme in (6.8.26 c) ein und bilden die Beträge:

I cz-I
lUr,'** -,1 S t - i- O_ *

,2

(6.8.3 i)

erfüllt.

r c2-l c2 Kp Kp
| - -. t 

- 

" < 

-
- 2 Di-l D;.i.Di-r Qn p '

(6.8.31) ist äquivalent zu

lp'tt - (3ct * t)l Qn.Di-rDi-r - Qn .p .c(cz - l)D;-r + 2c2(3c2 + r)p0 >_2

9(Di-r,Di-t)
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Indem wir die Konstanten R, S und T definieren durch:

,. R := z. lp.t' - (3ct * 1)] q",
(6.8.32) S 

'= 
qo .p.c(c, - I),

T := 2c213c2 + l) p,
können wir g wie folgt schreiben:

g(y,z) -Ryz-Sy+T.

Lemma (6.8.43) beweisr, daß ein D e I ;= {min@;_r , Di-D , m:rx(Di-r , Di_d} existiert
mit:

Wir zeigen: f(D) < 0

Diskussion vonf:

l.Fall: R<0

g(Di-r 
" 

D;_r ) < g(D,D) =: f(D).

Da gilt: S > 0 und T>-0, b-esitzt {y ) in diesem Fall genau eine positive Nullstelle. Wir
9uc!e1 also p so, daß f(o(3c + Ilc)) < 0 erfüllt ist. öa f0) füry e I monoton fUtena
ist, folgt daraus dann:

f(y) <O Vy e I.

Lemma (6"8.44) beweist fürq" < 4, daß gilt:

f (cr(3c + tlc )) < 0 ,
für :

(6.8.33) p= - 
ll%'ot

6q^.o'- q^.a + Z'

2.Fall: R>0

f(y ) besitzt in diesem Fall hochstens zwei reelle Nullstellen, die beide positiv sein
können' Da f(y ) in diesem Fall eine nach oben geöffnete Parabel ist, müssen wir p so
bestimmen, daß:

i) f{o(3c + Llc )} <0 ,

f[3c+l/c]<0.
Lemma (6.8.44) beweist für q,n < 4, daß (ii) erfrillt ist, für

18 q,
o<' 5en +2

Bedingung (i) ist dieselbe wie im Fall l. Für q,, S 4 gilt:

18 qn .a2

-(

6qn.c'- en.G + 2 -

ii)

18 qn

Sqn +2
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Auf Grund von Lemma (6.8.aa) folgt, daß die Folge {q,o} sneng monoton fallend gegen
2.8997 ... konvergiert. Damit ist sie insbesondere durch 3.6 nach oben beschränkt
(vgl.voraussetzungen bei Fdl I und 2). Damit ist die Abschätzung (6.8.29) mit {q,}
-definiert durch (6.8.30)- gezeigt.
Das bedeutet zusarnmenfassend:

(6.8"34)

\i) lui,o*-,, =;*o für1<i3min(m+l,k)

ü) luai+r-rl = frro fürk +1 < i s min(m+ L,kz -k + t)

zu (c)
Wirzeigen,daßfiir 1<c< 1.9und I <min(m+t,tf-t + 1)gilt:

(6"8.3s)

per Induktion.

Ind,uktiorsanfang:
Aus (6"8.34 i) folgt (6.8.35) für 1 < i < min(m+l,k).

Indulaionsanruhtne:
Sei n-* definiert wie beim Beweis von Formel (6"S.30) und n := nmar(-l. Es gelte:

lUi.ui"r l<1/3'KD fürt(t -I)lk)=n
d.h" Uj-&,,_/ liegt im (n,o* - 1).ten Nebendiagonalblock.

InduktionsschluJS:
Wir zeigen:

lui,;*r_r | < 1i3.KD.

Für p = 3 ist R -definiert durch (6.8.32)- negativ, d.h. wir haben wieder die Situation
von Fall 1 vorliegen. Wir müssen zeigen, daß fiir p = 3 gilt: f{a(3c + 1/c)} < 0.
Sei h(c) definiert durch:

h(c) := f[G,(3c + l/c)].

Für p = 3 und cL, = 3 besitzt h die Fonn:

h(c) = @'ca + 1t"c2 +Y;

wobei die Konstanten @, Ä, Y definiert sind durch:

O:=-9cr+6=0.492,

It,:= -1"233792,

Y := -2.247264 .

h(c ) besitzt zwei reelle Nullstellen :

Pr = -1.93... , Pz= 1.93... ,

und ist eine nach oben geöffnete Parabel.

= h(c)<0 für1<c <1.9

lUi,,**-.,1 < 
Jro

QED
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2") Abschätzungen für U;,;*1

(6"8.36) Lemma

Es gelte Sau (6.8.22) für 1 < i < m, mir m e tlfl. Dann gilt:

(6"8.37) a) U;,;a1 20 l<i<k
undfallsm>k

b) U;Jnl > -Kp /6 k+l < I < min(m+k-1,k2- 1).

Für c > 1.9 können wir die Ungleichung (6.8"37 b) noch verschtirfen:

c) U;,;*l > -KD/16 k+l S i S min(m+k-1,k2- 1).

UiJ*l läißt sich nach oben abschätzen durch:

(6.8.38) a) UiJor<Ko/6 l<i<k
b) Ui,i*l s KD/11.65 k+1 <i < min(m+k-1Jc2- 1)"

tr
(6.8.39) Bemerkung

Die Ungleichungen (6"8"37) und (6.8"38) zusammengefaßt ergeben:

(6.8"40) a) lUi.i*.r lsKD/6 1<i<min(m+k-1,k2- 1)

und falls ffi ) k, c > I"9 können wir (6.8.38 a) ab dem zweiten Block verschärfen:

b) lU;;*l | < KD/11'65 k+l Si < min(m+k-1,k2- 1)'

tr
Beweis von Lemma (6.8.36):

zu (6.8"37 a):

Es gilt:
l/

Ui,i*r = , I
Ic- -
c

> 0 fürc 2 1 und 1 < i < k.

zu (6.8.37 b):
Sei 1 < c < 1.9. Wir zeigen (6.8.37 b) per Induktion über die Diagonalblcicke von U.

Induktionsanfang:

(6.8.37 a) beweist (6"8"37 b) frir I < i < k.

Induktionsannahmz:

Sei i;r7 definiert durch:

iind, i= min(m+k- 1,k2- 1 )-k+ 1.
(6.8.37 b) gelte für 1 Sl 3ii,,a.

- f :.; )-t t:t.t
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InduktionsschlulS:

Auf Grund der Induktionsannahme gilt:

lJi;+t> -Ko/6 für 1 < i 3iina.

Indem wir diese Abschätzung in (6.8.26 e) einsetzen, erhalten wir für i;n1 + I < i < i;*+
+k:

c 2 2

+ U t-t,i-* *t
Di-t*t Di-**r'Di-t

c2 c2 3c + |
Di-r*r D;-**r'D;-t 6

=: I (Di-t,Di-r *t )

Es genügt zuzeigen:

l(Di-r*l ,Di-r) > -Ko/6.

Dies ist äquivalent zu:

cI ( 1\
U;,i*r =tlr-;)

c2 ( 1\--l3c+ - |

6 \ c)) 
.: (r".i)] "' 

-+r .Di r - c,D;.t
1

2

"2O:--
6

| / 1\> -lc- - |

2 \ c)

(6.8.41) 0<
1c- -
C

=: V(Di-r*r,Di-r).

Wir definieren die Größen O, E, O durch:

(r" . :)
Damit läßt sich ty in der Form schreiben:

\r(Y,z)=@Yz-3'z-@

Sei ",,:= cr.(3 c + lf c), fi:=(3 c + llc) und das Intervall I definiert durch | ;= fna, IJt].
Wegen O > 0 ist ry monoton wachsend in y . Es gilt weiter:

Oy-E)Q+*-E>0, VYeI

daausc> I folgt:
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(9a - 3)ca - 2cr > 0
1

a(3c2+1)-ca lt'>0.+-
6

Das bedeutet ry ist monoton wachsend in z frir z e I. Daraus folgt weiter:

y(y,z ) )ty(u,r,rr,t) Yy,z eI"

Die Behauptung folgt dann aus v(n,*) > 0. Dies gilr wegen:

V(*,*) > 0

€ h(c):=(18a2-6cr- l)ca-Z&>O

c? 2.069792 ca - 0.7490g8 > 0 .

Da h eine nachoben geöffneteParabel ist, folgtaus h(1) >0:h(c) >0; V c> l.

zu (6.8.37 c)
Analog erhalten wir im Fall c > 1"9:

Induktionsanfang:

(6.8.37 a) beweist (6.8.37 c) fiir 1 < i < k"

Induktionsannaltrne:

(6.8.37 c) gelte für 1 Si 1iind, mit i;2 aus dem Beweis von (6.8.37 b).

InduktionsschluJ3:

Setzen wir nun die Abschätzung Ui;*t s -KD/ 16 in (6.8.26 e) ein, erhalten wir diesmal:

U,,, * I
c2 c2 3c+ !

Di-r *l D;-r *l 'Di-r 16

n- (D;-*,D;-r *l )

Wir zeigen:

ier_r*l ,D;-d > -KD/16.

Dies ist äquivalent zu:

O"l - E > (t2 - t) (3cz + t)

| / 1\>-lc--l
2 \ c)

0< i; ("
I I+-

16

1

3c +-
(,

,)

C-
L-K

t6
Di-r*t 'D;.1, - czD

/ 1\
l3c+-l\ c/C

(6.8.42)

V(Di- **t,Di-tr)
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Wir schließen für {r analog wie beim Beweis von (6.8.37 b) und müssen diesmal
zetgen:

(6.s.42) h(c) := Q3 & -16 a - I\ ca - 10 cr2 cz -7 cr2 > 0.

Dies ist äquvalent zu:

1.567952 ca - 3.745M c2 - 2.621.808 > 0 .

h(c) ist eine nach oben geöffnete Parabel mit zwei reellen Nullstellen, einer positiven und
einer negativen. Aus h(l.9) = 4.29.. . > 0 folgt dann die Behauptung für c > 1.9.

Wir beweisen jetzt Abschätzungen nach oben für Ui,i*1.

zu (6.8.38 a)

Für den ersten Diagonalblock von U gilt:

ll 1\
Ui,i*r = ;V ;)

zu (6.8.38 b)

I

C

C
,) 2

+
Di-r*l Di-**r'Di-r

+
I

6
(,' 1<t<k.

Wir führen den Beweis wieder induktiv über die Diagonalblö,cke von U, wobei zu
beachten ist, daß (6.8.38 b) nur gilt fiir i > k+l. Gelte also Satz (6.8.22) 1 S j < m, mit
m>k.

In^d,uktionsanfang:

Wir zeigen die Behauptung zunächst für den zweiten Block (k+1 < i < min(m+k-1,2'k)
Indem wir (6.8.38 a) in (6.8.26 e) einsetzen, erhalten wir:

:)
l/

U;,i*i = t[" -
c

Ui-*,;.t *I

"2--+
Di-r *l

t 3c + !cT/< -l- 2t
1c--
c D;-t *l 'Di-r 6

=: t(D;.t+t,Di-t)

Wir wollen zeigen :

Dies ist äquivalent zu

1

T(Di -t *l , D;-t ) S
3c + !
1i.65

0>
ic--
L2

I
3c+ -

G,r . *':r';.1 ':;-

=: tP(Di-r+1, Di-t)



Zur vereinfachung definieren wir die Größen u,v und w durch:

#(,'.j

g läßt sich dann darstellen durch:

g(y,z) -Uy z_yz+W.
Man sieht sofort:

_Vs(3 c+tf c)+W<0.
Falls U < 0 ist, folgt deshalb (6.g.3g b).

SeinunU>0und

lrr:! r,:{*:Eif:t*:= a(3 c + If c), ul :=(3 c + tlc). Das Intervall I sei definieRDaU>0ist,istor
gilt: ---' rur v rrlollotor wachsend in y" Weiter gilt: UD? - v < 0, da mit rc = 11.65

u,= {}("_
t2\

V:= c2,
t

w := e(r".

Fj)

-72-

(s, * !\'1c/

('". j) 
"

2 <0

!1(r, * !6\ c

j)

j)

),

U. m - v =

Das heißt: g ist monoton fallend

Wir zeigen:

(rc - 18) c4 - 2(6 + r) 
"2 

_ (Z+ r) < 0

n z, und zusamrnenfassend

g(y,z) S g(fi,w).

g(Et,*) < 0.

fl
L; * (," . j)J

C+

Mirrc= 11.65gitt:

Q('rn,*' = lj (, j) : (,". j)J a'- c'0 ". :)". )
<0

€)
c+ [3ra -54a+K]ca--6ut**ot 

c2_3u[2+K]s0
Damir isr der Indukr^- ^-0'0086 

ca - &.8108 c2 - 2'5.06rq < 0 .

']Yf-{.n gl*k')."nonsanfang bewiesen' um jetzt beim Induktionsschruß vom Block n
.lJ:u3 i: F"äirä.r t zu schrießen, müßre '; l;;äuil,onrunnahme: 

u, , ,

;:ns.[[tiiT;??i?J1,.,ffi tTX;11s"Äaj::*#ä*'fl :klää,:if,i,;;;#

t:

QED
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3.) Abschätzungen für lJi,i*t
(6.8.42) Lemma

Esgiltfür1<ick2-k:

lUi,i*tl = c ,

lU;,i*r I s

Beweis:
Die Behauprung folgt aus:

I Ui,i** 
|

Kp

0.305.Ko

1/ 3 .KD
frLI < c < I.9
fiA c > 1.9

a

c2

--(3 cz + I -
fiirl < c < 1.9
frir c > 1.9

0.30s

rl3

QED
Es bleiben jetzt noch die technischen Lemmata für Lemma (6.s.27)nachzutragen.

(6.8.43) Lemma

Die Funktion g aus dem Beweis von Lemm a (6.g.27)sei definiert durch (6.g.32):
g(y,z)=Ryz-Sy +T,

mit R, S und Taus (6.g.32). Sei,,:= u.(1.9:_t!c), n ;= (3 c + rlc)und das IntervallI definiert durch. r:= [*, rrrr i;;;;iiz ro.s.zi)i. b;";"isiert ein 6 = r, so daß g't:
g(€,€) 2 g(y,z) yy,z e r.

Beweis:
1. Fall: Sei R < 0.
=+ R.l+-S<0 =+ g(y,z)Sur(R.r++_S)= g(*,*).
2. Fall: Sei R > 0 und R.m _ S > 0.=) R.m - S <0 =ä g0,z)<mß.Irt_S)=g(n,m).

3..Fall: Sei R > 0 und R.m - S < 0.
Dieser Fall kann nicht einrer.n, a"u einfache Rechnung zeigt, daß für c > 1 gilt:

3.6 s
2(3 c2 + D2

Auf Grund kmma (6.g.44)folgtdaher, daß gilt
c

2(3 cz + D2

a(5c'+ 3 )

P.(
c

R.Dn_s>0.

und daraus durch einfaches Umformen

QED
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(6.8.44) Lemma

wir verwenden die Bezeichnungen wie im Beweis von Lemm a (6.g.27).sei x e Io,1 ].Es gilt für q,, < 4:

p< 18q" x2 !+ f(x(3c + llc)) < O6qo - q"x + 2

weiter gih {qrr} I < n < n6a1 ist eine positive, monoton faüende Forge, die gegen:

l9x2 - zO--:= _- 

-=
x(6x - t)

2"8997... fürx = cr
L6l5 fürx = I

konvergiert.

Bewets

€) 
f(x(3c + 1/c)) < 0

{6q, (p - 3)*2 - Qn p x + 2p}ca +
*Qn x {(2x + l)p - I2x} c, - Zq"*t !O

Obige Ungleichung ist erfrillt, da

6q" (p - 3)xz - % p x + Zp < 0€p <
i8qn x2

6q" *' -Qnx+2'
(2x+L)p-tz

18q, x2

6qn * - q"x + 2
Der Beweis der Monotonie und des Grenzwerts ist rrivial.

a

a)

b)

c)

1?xx < Oc+o (' 2x+l '

12xS- fürq" <4.2x+I

QED

: ':!; ?{r,iv:.3rih
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57 Realisierung des Verfahrens auf dem
Computer

In diesem Abschnitt werden wir uns damit beschäftigen, ein Computerprogramm zur
Losung der "Shallow-Water-Equations auf dem Bodensee mit den besihriebenen
Methoden zu entwickeln.

Das Programm gliedert sich in 5 Phasen:

1.) Definition und Initialisierung aller Variablen und Steuerungsparameter,

2") Generierung der Triangulierungen t9 , .. . , r1max,

3.) Aufstellen des linearen Gleichungssysrems aufjedem Gitter und
u nvoi I stä.nd i ge TnrIe gun g der S teifi gke it smarri x,

4") Mehrgitterverfahren zur llisung des linearen Gleichungssystems auf dem
feinsten Gitter,

5") Auswerren der Ergebnisse.

7.1 Beschreibung der Phasen des Programms zur Berechnung der
Eigenschwingungen des Bodensees.

Es werden nur die grundsätzlichen Ideen und Konzepte dargelegt, da eine spezielle
detaillierte Beschreibung des Programmcodes zu techniJch und unübersichtlich würde.

t'zuI-"

(i) Datenstrukntr:
Sei NPa die Anzahl aller Knotenpunkte der Triangulierung t4 und:

Um das llU-Verfahren als Gläner sinnvoll benutzen zu können (g6), müssen wir die
Elemente der Steifigkeitsmatrix Ke (1 < t<Lrr*) abspeichern.K2 besteht aus sieben Dia-
gonalen und wenigen periodischen Ausnahmen (vgl. $6.5).
Sei NAa die Anzahl der periodischen Ausnahmesiellen auf dem Gitter rs und,

t^^x

sNA := I rve, .

t=0
Da wir das Programm flexibel halten wollen für den Fall, daß K, nicht symmetrisch ist,
speichem wir alle siebenDiagonalen ab im Feld Ka fl,NPa) undäie Ausnahmeelemenre
im Feld KuA (2,NA/).

NPS

2max

Io*R

| ffi - 
-ut**)ij{;ia' g:: r; FY c'l:;r' : r" r: :' : : e^'
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Die Felder Kz(',') bzw. Kf (',') speichern wir aus progmmmiertechnischen Gründennicht alle einzeln 

^ 
ab, soridern schreiben sie hintei"inänaet @zgl. e > iÄ are FelderK(7,SNP) bzw. K^12,SNA).

Sei Ka unvollständig zerlegt in:

Ke = &e+D)De-, (Je+ Da) - Ng

und Knnu :=Lg *Dn +IJs

Diejenigen Elemente ßäLU)" von Kfu ftir die grlt: (i,'11 = Sre speichern wir entsprechend
wie für Ka erklärt ab und erhalten die Felder: KLU17, sNp) und KrLUÄ(2,sNp).

Auf GrundderMusterdefinition (6.6.7)giltfrir ft7" := ftlrrrulniQ .

IM*l = z'NP, - O(1) .

Das heißt, wir benörigen noch ein weiteres Ferd ZUSe(2,Npz) bzw. ZUS(2,sNp) zurAbspeicherung dieser zusätzlichen Elemente.
Zusammengefaßt bedeutet das, daß wir für die- Abspeicherung der Steifigkeitsmatrizenund.der zugehörige.n.ß-Ll-Zerlegungen auf allen Gittern insgesamt l6.SNp + 4.SNASpeicherplätze benötigen.
Da die Massenmatrix Ma die gleiche Besetzungsstruktur wie Ka besitzt, würde manfür die Abspeicheryng uon tuts ebenfalls ?trNp s;;icherpläze benötigen. wirverwenden start der Massenmaort un die " gelumf,*';fu=urr*n-rrr;o.,*M/;;;u", definiert

NPr

(Mttr\i,i 
'= ,I, 

(Müli für 1 < i < Np/

(My"P)ij:=0 füri*j,
und benötigen somit nur noch l.s^Np spgcherpläze zur Abspeicherung vonwut*np 7l
1 e.< -4*)' Die Abschätzungen ftir den Diskrätisie*.rgrrJtr. aus g4.2 bleiben erhalten(vgl. [l9 und den dort gegebönen Referenzen], falrs -ä oi, Gleichung:

ersetzt durch: 
(Ka - 7"e Mg) u = f

(Ke-LeMn*)u=f.
Desweiteren benötigen wir noch vektor.el uz der Länge Npz , die die Iterierten imGlättungsverfahren au? den Gittern ty bezeichnJn und ve?toren f7, welche die rechtenSeiten der linearen Gleichungrryrr..n" auf den einzelnen Giu.* darstellen. Auch hierfassen wir die vtklgl.-lln und f4 zusammen, indem wir sie hintereinander in denVektor u(SNp) und f(SNp)ietzen. "

Letztlich benötigen 
.wir zur Lösung der linearen Gleichungssysreme noch einigevektoren und Felder oer .Lange" o(t) (2.B. ,ur--uotten Abspeicherung derSteifigkeitsmatrix auf dem grcibsteriGitter).unä mindeitens einen Hilfs,r"tto.-är. LängeNPnn,".* als Zwischeniteriertä für das Glättungsverfahren.

( ii) Datenstttktur für die Triangulierungen T0,...,xs^^*.
X,Y seien vektoren der Länge Np, n"" , die die Koordinaten der Gitterpunkte derTriangulierung tzn.'* bezeichnen. Ln
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Seien die Dreiecke T4 einer Triangulierung tg durchnumeriert von I bis NTg

2mJ(

NT := ,ä*n
Um die Eckpunkte (EXi, EYi ) 1 < i < 3 ftir ein Dreieck zu speichern, benötigen wir
einen Pointer "itnode4 (3,NIT/ )" , für den gilt:

itnode4(i;l)=k 1si<3; 1 sj<NT/ ; 1 <kSMz

genau dann, wenn der l. te Eckpunkt des Dreiecks j der Gitterpunkt mit der Nummer k
ist. Die Felder itnodeawerden wie oben zusammengefaßt zu einem Feld itnode(3,M).

Zusätzlich benötigen wir noch einen Vektor der Länge NP4*^_, der angibt, ob ein
Ginerpunkt auf dem Rand des Gebietes liegt oder nicht und döHlieglich ein Feld der
Dimension (3,NT), welches für jedes Dreieck die Nummer der Nachbardreiecke angibt.
Näheres dazu im nächsten Abschnirt (zuZ).

(äi) Dimersionierung der Felder undVektoren urd Initialtsierung der Steuerungspa-
rcüneter.

Die Längen der Vektoren und Felder sind a priori bekannt und werden mit Hilfe der
Formeln aus Satz (6.5"1) bzw" daraus abgeleiteter Formeln zuersr besrimmr, damit die
einzelnen Felder u, X, Y, itnode etc. exakt dimensioniert werden können.

Zur Initialisierung der Steuerungsparameter siehe Kapitel 8.

" zu2"
Die Grobtriangulierung muß von Hand eingegeben werden nach dem Verfahren (3)

aus Abschnitt 6.3. Die Verfeinerung und die korrekte Numerierung der Gitterpunkte
(vgl. $6.3 und 96.4) erfolgt auromarisch.
Zunächst erzeugt man aus dem Grobgitter t6 die feineren Gitter a1,...,xp^._ durch
sukkzesive regelmäßige Verfeinerung (vgl.$6.3), ohne auf die konektö Numä'fferung der
Gitterpunkte zu achten.

(i) Numi.erierung

Mit Hilfe der Kenntnis aller Nachbardreiecke jedes Dreiecks und der lnformarion, ob
ein Punkt Randpunkt ist oder nicht, können die Gitterpunkte von Ts^-_ nun enrlang der
Knotenringe, wie in $6.4 beschrieben, numeriert werden. DanaCli'ivird der Pointer
" itnode( 3,NT) " entsprechend der neuen Numerierun g modifiziert.
Falls wir auf jedem Gitter xe 0 < A.3 A^uxdie Gitterpunkte gemäß $6.4 numerieren, er-
halten wir auf jedem Gitter eine andere Numerierung der Knotenpunkte. Dieses Problem
umgehen wir, indem wir eine Funktion "SORT" benutzen, die folgendem genügt:

Sei (PX;, PY; ) ein Gitterpunkt von xg^^" der auch ein Gitterpunkt von T^ isr
für ein m;0 < ffi 12^u*. Falls die Gitffiunkte von rm nach unserer Voschrift
numeriert werden würden, hätte der Punkt (PXi, PYi ) nicht die Nummer i
sondern eine andere Nummer j. Es muß dann gelten:

SORT (m,i) = i

W,# 1?ä|ä't;ili':"rr :: "':
ffi::i .:,r 'r-r -r.:
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i"?::"f il *iJ;l J i;: :"y,ßL"ffi o*# un serer Numerieru n gsvorsc hrirt

f^:={i,ielN;(PX;,Pyi) 
=u;^o und(pX;,pyr) =x^} für 1< m4ß^o.

Dann sind die punkte:

{(PXsonr<-,j ), PYsoRr(- I 1 I i u 6
richtig sortiert bezüglich ro, gemäiß Vorschrift g6.4"

(7.7"1) Beispiet

Wir betrachten das Dreiecksgebiet:

a

3

I 2

$,! =Cr,oUSitteru-ianguligrung wählen wir ganz e.
'brnmal regelmttßig verfeinert ergäbe forgände Triangulierung rr :

5

6 4

In diesem Fall würde die Funktion soRT wie folgt aussehen:

soRT(0,1) = 1

soRT(0,3) = 2

SORT(O,5) = 3

(7.I"2) Beispiet

Programm zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix für den Laplace-operator mirNeumann-Randbedingung uufd"* Citi., r^ i0 <m< L^^ .Sei K;"; = 0 v ii ;,f(i ) gie:enige Finite-Ei'emente ensä'tä*tion, die im punkt mitder Nummer i den wert eins hurlr"ä1" allen allen una.i"n r<notenpunkten verschwin-det. Sei NP definiert durch:

: {,!. i:,rTUUU*UUT
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NP :=
m-l

NB

Algorithmus:

do 10 i= NT._1 , NT._1+ NTm

do 10.,1r= I ,3
kr = itnode(/r,i )

jl = SORT(m,k1)

do I0j2= 1,3

kz=itnode(izi)

iz = SORT(m,k)

K(lB+i1 ,Np +iz)= K(ry+ir,E +iz) + J, rvula), vb(k2))

10 continue

retrrrn

end

(ä) Randprojektion

Da der Rand des Bodensees (= Q) in keinster Weise einem n-Eck (n ,,klein") ähnelt,
können wir nicht erwarren, daß für die Dreiecke To,i (1 < i < NTo) der
Grobtriangulierung 16 gilt:

N6
Q = v,t,

Wir werden daher mit Gebieten O; (0 s t 3 t^u ) arbeiten, die Q mir zunehmender
Verfeinerung immer besser approximieren.

LSchritt:
Ersetzte Q durch ein Polygon Q' , welches Cl,,hinreichend" gut approximiert und gebe
die Eckpunkte von Q'ein"
,,hinreichend" heißt in diesem Fall, daß gilt:

lO\O'vO'\Ql<Ch/.*2.
(Damit bleiben die Fehlerabschätzungen in unserem Fall von linearen Finiten Elementen
erhalten (vgl. [19]).)

2.Schrin:
Gebe die Grobtriangulierung ein, und zwa.r so, daß die äußeren Randpunkte von T6 auf
äQ'liegen.

0

::.if?E :trrltt4'-?-.- : -. - F
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^ 3.Schritt: Verfetnerung
Dreiecke, welchö mindesiens zwei Ecken besitzen, die auf äc), riegen, nennen wirRanddreiecke"
um eine sukkzesive.Anpassung des Gebietes an Q'zu erreichen, werden Randdreiecke
:!:r_t:X Xtr iry*,.die anderenäle regeimäßig.
sel also T ein Dreieck pilEclen n, (t.< i <il -gegen den uhrzeigersinn fortiaufendgezählt- und Er 

" E,..1y.f ao." Rj 
'= 

ö.s.1E,. . E;".;;;l ,i' rt < r < 3) bezeichnet dieseitenmimen uon T' ryqotdnen nun [,, *i. unttin naher üeschrieben wird, ernen punktRr' e äQ" zu" wir erharten vier neue öreiecke, indem wir die punkte:

(i) R1" R2, R3 i

(ii) R1", R3, E1i

(iü) R1" E2, R2 i

j.eweils miteinander verbinden. 
(iv) R2' E3" R3

ublicherweise erhärt 
Fpn Rr "" indem ** \ senkrecht zur seite E-lE auf das stüekvon äQ projiziert, welehes r*ir.ttrog, und E2liegt (G"thogonalprojektion).

,Yi:m$l$ä::.".o*-n modirizie# aus Gfondä", a; ;-*"r, äu* rorg*nJe Beispier

(2.1.3) ßeispiel

Sei in den folgenden Abbildungen "x" immer das zu verfeinemde Dreieck. Es wirdimmer die verwendet" f) ist rn den folgenden Abbildungen dasschraffierte Gebier Der tliehkeit wegen wird nicht die ganze Trianguherunggezeiehnet, sondem nur das Dreieek "x" , bzw" dessen Nachfolger"

Probleme bei konkaven Eeken:

-)

Abb'25 Bei der ve{gingrung des Dreiecks "x" enrstehen Dreiecke mit sehrstumpfen Winkeln"

Abb.26 kein e regelmäßige Verfeinerung des Dreiecks ,,x,, möglich!
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Abb"27 Die zweimalige Verfeinerung des Dreiecks "x" läßt sich nicht mehr
weiter verfeinern, da man das Dreieck, welches über der einspringenden
Ecke von Q liegt, nicht mehr weiter unterteilen kann.

Grundidee des enr'wickelten Projezierverfahrens ist, einer zu projizierenden Seitenmitte
R1 eines Randdreiecks denjenigen Punkt R1' auf äO' zuzuordnen, der am günstigsten
ist, damit:

1.) die vier neu entstehenden Dreiecke weiter verfeinert werden können,

2.) ein möglichst kleiner Quotient entsteht aus größtem und kleinsten Innen-
winkel der vier neuen Dreiecke.

Die erste Bedingung besagt, daß man versuchen sollte, Randdreiecke T; so zu gene-
rieren, daß das (die) Gebiet(e) zwischen äQ'und T1 konvex ist (sind).
Die zweite Bedingung besagt, daß man die erste Bedingung möglichst spät erftillen soll-
te, damit die Innenwinkel der Dreiecke in der gleichen Größenordnung bleiben.
Dies veranschaulicht folgendes Beispiel:

(7.1.4) Beispiel
zur ersten Bedingung:
a)

+

-+

I

J
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b)

-+

Abb.28 a,b Randprojektionen nach modifiziertem verfahren

nicht so !

J

__-____+

J sondern so!

-)

A,b?..29.Randprojektion mit modifiziertem Verfahrenrvinkel in den neuen Dreiecken.
unter Beachrung der Innen-
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"zu3t'

Die Steifigkeitsmatrix wird berechnet, wie im Beispiel (7 .1.2) skizziert. Es ist aber zu
beachten, daß nicht der Laplaceoperator diskretisiert werden soll, sondern der Operator:
V ( ft V'); mit der Tiefenfunktion ft des Sees. Da wir mit stückweise linearen Finiten-
Elementen arbeiten, gilt Vu = const für jede Funktion u aus dem Ansatzraum. Daraus
folgt:

J .OO,,hYb1 > = <Vbi,Vbjrlr|;
wobei b; bzw" b; die Finite-Elemente Basisfunktionen zum Knotenpunkt P; bzw. P;
bezeichnen. Die-Tiefe eines Sees wird in der Praxis punktweise vorliegen, deshal6
werten wir das Integral über h mit Hilfe einer Quadraturformel aus. Dazu müssen wir
einem beliebigem Punkt eine Tiefe zuordnen können. Das geschieht wie folgt:
Man denke sich über das Gebiet O ein kartesisches Gitter gelegt, dessen benachbarte
Gitterpunkte einen Abstand voneinander haben sollen, der in der Größenordnung der
kleinsten Entfernung zwischen den Knotenpunkten der feinsten Triangulierung von O
liegt. Für jeden dieser Gitterpunkte gebe man dann die zugehörige Tiefe in
lexikographischer Reihenfolge ein. Man benötigt nun lediglich eine Routine, welche
jedem Punkt P von Q den nächstgelegenen Gitterpunkt zuordnet, woraus man dann eine
approximative Tiefe für P erhält. Falls man Approximationen höherer Ordnung erreichen
will, interpoliert man die Tiefe zwischen den n nächstgelegenen Gitterpunkren von P. Im
hier entwickelten Programm wird das Integral approximiert durch die folgende Formel:
Seien Ri ( 1 < i < 3) die Seitenmitten des Dreiecks T und ft; die Tiefen der
nächstgelegenen kartesischen Gitterpunkte zu R; .

!rn{*,r!a*dy = ? {ht + h2 + h3l

Da die Steifigkeitsmatrix diagonalenweise abgespeichert werden soll, muß für jedes
Element lKgl i,idurch eine recht aufwendige Fallunterscheidung- festgestellt werden in
welcher Diagonalen es sich befindet.

Die ILU- Zerlegung der Steifigkeitsmatrix ist auf Grund der periodischen Ausnahme-
stellen im Besetzungsmuster von Kg ungleich aufwendiger zu programmieren als bei
regelmäßigen Bandmatrizen. Die Rechenzeit bleibt jedoch bei geschickter
h'ogrammierung und Abspeicherung der Ausnahmestellen nahezu die selbe.

" zu4"

Es wurde für das Eigenwerrproblem genau der Algorithmus (5.2.4) umgestzt

Als Beispiel für eine singuläre Gleichung wurde das Problem:

(7.1.5) -Au=f in0
du fön=A auf f

gerechnet.

Zur Normierltng von Ll

Sei c e lR fest. Eine Normierung fürl in (7.1.5) ist gegeben durch

Inu=c.
Üblicherweise wählt m&r c = 0.
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Sei jetzt NP die Anzahl der Punkte auf dem Gitter t und ah e lRNp eine Iteriene zurLösungdesLGS: Kx=f.

ri sei definiert durch:

NP

,Ir un'' bi =i fi = 11'

Die Normierungsbed"ingung mit c = 0 wi.irde dann lauten (beachte: ker K = span{v e pM 
;vi=1;1<i<NP) ):

Ino"'^ ,= J ta - const) = Q

d.h

(+

0= Into -const) = l[ä,,,,1,i - const).b,) -consr.lCIl + -ä, ,n,,lno,

= -const.lc)l +;,ä,rz1,, .lrr (b)l

NP

,I,'nr"lTr(b;)lCOnSt =
3.lol

wobei Tr(b;) den Träger von b; bezeiehnet.
Das bedeutet weiter, daß für jede Iterierte n1 die Größe "const" wie oben beschriebenberechnet werden müßte; -un han" also ins'besona.r" äi, Träger der Ansaufunktionenbi entweder zusätzlich abzuspeichern oder.yedesmal neu zu berechnen.

Auf Grund des Zwischenwertsatzes kann man aber nun auch c so wählen, daß gilt:
NP

,ä',*r, - o ;

wobei {xi}r <,< Np dieKnotenpunktevon rbezeichnen.
Das würde bedeuren, daß für die Iterierte uh gelten müßte :

NP

ä'n'' 
: o

d.h.

o =,ä, ri:,t = X.,rn,, * const) - -Np.consr + H u,",r-r 
'=I 

r NP 
ilt

€) const= '!,r,
NP,?r 

--n'' '

Im Programm ist während des Iterationsverfahrens die zweite Normierungsvarianteverwendet und anschließend wird, falls ein Abbruchkri;;;;- erreichr isr, nach der ersren

[Xä!|["j::" = o, normiert; damit besser mir evenruell bekannten Lösungen verglichen
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Zur Normierung dcr rechten Seite

Auf Grund des Satzes von Gauß gilt:

o = k# = I,, o, = -l,rt
Daraus folgt, daß Gleichung (7.1.5) nur dann sinnvoll gestellt isg falls gilt :

Ir=0.
JEl

Für kompliziertes Q muß diese Integrabilitätsbedingung vom Rechner realisiert werden.
Dies geschiet in den nun beschriebenen drei Schritten.

Seif gegebenmit Jnt * O .fi (1 < i < NP)bezeichnetd.ieWertevonf indenKnoren-

punkten und f1, = IPP sei die rechte Seite des LGS,welches auf Grund einer finire Elemenre
Dislcretisierung der Gleichung (7.1.5) entsteht" wie sie in g4 beschrieben wird.
I " Schitr :

NP

,E, 
t' o'

Bestimme c so, daß gilt

,ä,(l,rt ''- '0,) 
'= ,ä,([o, - c)'b,)

NP

) r,;r4u,y;
i= I

Erseue f durch

2. Schitt:

=Q

d"h

3.lol
3.Schin :

Berechne fr,; (1 S j < NP) durch :

flt,;

wobei M die (symmetrische) Massenmatrix bezeichnet.

"zü5"
siehe Kapitel 8.

NP. NP NP

,I,Lrtr - c)bib, = ,I, ri"'^ Inb; b, = 
1\rM,tt;''^

i mr*'t":!?i::T 
?' :' 1i''4r'4 1ia : :
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$ I Numerische Ergebnisse

Wir betraehten in diesem Abschnitt das Problem (vgl.3"lO):

-V"(ftVu)-7uu=E inf,),

äru/än = 0 auf tr := äf) "

Als Beispiel einer singulären Gleichung haben wir den Fall: l, = 0, g * 0, bzw. als
Beispieleiner Eigenwertgleichung den Fall g = 0 gerechnet Es wurdenäie Algorithmen
an verschiedenen Gebieten () und mit unterschiedlichen Tiefenfunktionen lr-getestet.
Beim Mehrgittenrerfahren wurde immer ein V-Zyklus verwendet. Wir haben iÄmer mit
zwei Vor- und zwei Nachglättungssehritten gereChnet, was sich am effektivsten erwies.
Zunächst zur singultiren Gleichung.

$ 8.1 Numerische Ergebnisse für eine singuräre Greichung

Sei O ;= {x e lR2 ; -rr2 + x} < l }. Wir beu"aehten dre Gleichung:

(8.1.1) -V"(hVu) = g in (),

är/ön =0 aufl:=äCl;

Wir setzen zunächst g:= -2"(2"rt - l),wobei r :=
dann : u = 0"25.14--0.5 .{ + c"

x *xz und lr = 1. Die exakte Lösung lautet

Mitder Norrnierungsbedingun* t, = Oerhliltnun e = I I 6"

(8.1.2) Diskretisierung
Wir verwenden ein Grobgitter, welches sieh mit Hilfe des in g 7 beschriebenen projizier-
verfahrens mit zunehmender Verfeinerung immer besser dem Kreisgebiet Q anpaßi.

Ginerdaten:

Level

0

t
j

J

4

5

# Gitterpunkte

24

81

297

TI37

4M9

r7601

# Dreiecke

34

136

5M

2r76

8704

348 16

Tab. I Gitterdaten für Kreistriangulierung, Level bezeichnet die
Verfeinerungsstufe.
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v
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4)

Abb. 30 Triangulierungen für das Kreisgebiet auf den Verfeinerungsstufen 0, 1, 3, 5.

Wir erhaiten auf Grund unserer Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem der
Form:

K-x=f,

welches wir mit einem IlU-Verfahren, bzw. mit einem Mehrgitterverfahren lösen.
Bezeichne u die exakte Lösung von (8. I . 1) und u; die exakte Lösung in den Gitterpunk-
ten. { sei die rn.te lterierte in unserem Iterationsverfahren. D := {D;,;} bezeichne die
Diagonalmatrix der n-U-Znrlegung (vgl. 6.2.I). In den folgenden.Tabellen ist die
Konvergenzrate K, der maximaie Approximationsfehler e- , der gemittelte Appro-
ximationsfehler e2 und die Stabilitätskonstante c definiert durch:

K:= ll(K-/" s) ll / ll6t t - s)ll,

e- := max{ lui- xi^l ; t < i < NP},



I

NP
a2

-88-

NP

Z 1", - xi^ l,
I

c := mintD i,i lKi,i; 1 < i < Np].
Die folgende Tabelle-zeigt die erwartete quadratische Konvergenz des Approximations-fehlers und illustn"+.d$ äie Konuergenzräten r bei zunehmeider v#;i;;ng voneins weg beschränkt bleiben. Dies ist ii euu. 3r graphisetri*g"rt"ut

Level K

2 4"10-2

3 7.2"rc-2

4 1.365.10-r

5 2"1g7.10-1

8.00e-3

6.00e-3

Fehler 4.00e-3

Z00e-3

0.mo+O

# Iterationen e2

10 2"728"rc-3

12 7"003.104

16 1.89"104

20 6"814.10-5

Approximationsfchler

-"{- e2._+- 
e@

2

e_

6.1.10-3

1.6.10-3

4.6g.104

1.59.104

la ba2 . $gnvergenzverhalten des fuIehrginenrerfahrens und Approximationsverhaltender finite Elemente Disketisierung.

Level
J 4 5 6

Abb.31 absolurer und geminelter Fehler zwischen exakter undberechneter Lösung
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Falls man das IlU-Verfahren ohne Mehrgitterkomekturen verwendet, bemerkt man,
daß die Konvergenz mit der Anzahl der Iterationen langsamer wird, und sie sich auch bei
feineren Gittern zunehmend verschlechtert. Dies illustriert die folgende Tabelle.

#Iterationen I.evel=Z lrvel=3 Level=4

1 0"100 0.080 0.076

z 0.170 0.200 0.168

3 0.420 0.510 0.440

4 0.620 0.680 0.640

5 0.790 0.780 0.760

6 0.890 0.800 0.840

7 0.900 0.820 0.890

8 0.910 0.830 0.920

s0 0.920 0.980 0.990

Tab.3 Konvergenzraten des IlU-Verfahrens

Die berechnete lösung besitzt die Fonn:

Abb.32 3-D Plot der berechneten Approximation der exakten Lösung
u=0.25.14 -0.5.1 +tl6

Im nächsten Schritt wollen wir den Einfluß verschiedener Tiefenfunktionen auf das
Konvergenzverhalten des Mehrgitterverfahrens untersuchen.
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(8.r.3) Konvergenzverharten in Abhängigkeit der Tiefe

Wir werden sehen, daß die Tiefe bei dersingulären Gleichung keinen spürbaren Einfluß
:-uf die Konvergenz des Mehrgittefoerfahrens besipr. wir haben dasronvergenzverhalten an den folgenden Tiefenfunktion ft1, lbeö :

1+ I
6-rrt;7
tn*

für(x-e)z + y2 > ö

für(x-e)z + y2 < ö
h6,y) := Z - ?, h28,6(x,y) :=

getestet. Die folgende Abbildung zeigt diese Tiefen.

Abb. 32 a,b riefenfunktion rr1 und ft2.'ömit e = 0.3 und ö= 0.0r.

Die nächsten praphi.k verdeutlicht, daß die Konvergenzraten r nicht wesentlich von derTiefe des Gebietes abhängen.

Konvergenzrate als Funktion der Tiefe

2.6e-l

2.le-l

1.6e- i

i. I e-1

6.0e-2

-{h-
_#-

ohne Tiefen
Tiefe hl
delta=0.01

delta=0.05

I e+0

I

. ')'y '

3e-20 2ß-l 4e-1 6e-l 8e-1

Epsilon
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(8.1.4) Konvergenzverhalten in Abhängigkeit des Gebiets

Es zeigt sich, daß die Konvergenzgeschwindigkeit des Mehrgitterverfahrens sich
deutlich verschlechtert, falls (2.B. durch Projektionen an den Rand) die Winkel in den
Dreiecken des Gitters stumpf werden. Wir berachten das folgende Testgebiet, welches
durch den Parameter t gestört wird.

-E

Abb. 34 Testgebiet mit Störungsparameter

Als Grobtriangulierung verwenden wir die Triangulierung aus Abb 35 a:

Abb.35 a,b Grobtriangulierung und erste Verfeinerung des Gebietes aus Abb.34
mit e =0.7

In der folgenden Tabelle sind die Konvergenzraten des Mehrgitterverfahrens in
Abhängigkeit von e aufgetrag€n. E=0 bedeutet, daß das Gebiet keine einspringende Ecke
besitzt, e=1 bedeutet, daß das Dreieck * in Abbildung 35 b zu einer Linie entartet. e < 0
bedeutet daß die ,,einspringende" Ecke in Abb. 34 um lel nach außen zeigt. Es wurde mit
vier Gittern gerechnet, daß gröbste besitzt 12 Ecken und 16 Dreiecke, das feinste 537
Pun\te und 1024 Dreiecke. Die Abbruchtoleranz für das Mehrgitterverfahrens war
10-12.

€F

ffiiryryFTt?'r?-T':?'i't 
:' ::' I'i''::



Epsilon

-15

-2

0

0.6

o.7

0.8

0.9

0.95

alpha

1.516

11.430

,.18.430

8.7t4

7.000

5.332

3.600

1.910

-92-

alpha/beta

89.050

.11.811

7.325

t6"821

2L814

29"825

45.833

90.052

c

0.257

0.471

0.47r

0.412

0.406

0.352

0.267

0.186

kappa

0.055

0.050

0.0s7

0.076

0.074

0.120

0.920

4.84r

beta

135

135

135

147

153

159

165

172

# Iterationen

11

11

11

12

11

T4

gröJ3er I50

divergent

Tab.4 Stabilitätskonstante c, Konvergenzrate r, minimaler (maximaler) Innenwinkel der
Dreiecke G (F) und Anzahl der Iterationen in Abhängigkeit des Fu*n 

"t.r, 
e.

Tabelle 4 verdeutlicht, daß die Konvergenzraten r des Mehrginerverfahrens schlecht
werden, falls die Triangulierung sehr stumpfe Winkel besitzt. öas Hegt einerseits daran,
daß mit zunehmend stumpfen Winkeln die Stabilitätskonstanre c där IlU-Zerlegung
klein wird, und anderers-eits das Mehrgitterverfahren dann keine gute Approximati,ons--
eigenschaft besitzt. Auffallend ist, daß kein funktionaler Zusamnienhang zwischen den
kleinsten Winkeln der Triangulierung und der Konvergenzrate erkenn6ar ist, obwohl
man üblicherweise annimmt, daß die Approximationsäigenschaft vom euotient aus
größtem und kleinsten Winkel einer Triangulierung abhängt (beachte die eirotienten für
negatives e!)" Die Tatsache, daß r im wesentlichen nur vöm größten Wiricel abhängt,
wird in [17] untersucht. Auffallend ist desweiteren, daß s--ich die Konvergenz -in
Abhängigkeit von e nahezu sprunghaft verschlechrert (Es_-.=0.g), und ftir kläinere e
nahezu konstanr ist. Die Abbildungen 36 bis 38 illustrierjä'äiäs graphisch.

Konvergenzraten ln Abhänglgkeit von Epsllon

l0

-€- Korweeenzrate

c
F

po
o

v

too

to-l

to'2 Epsilon

-2.2 -1.1 -t.2 -0.7 _0.2 0.3 0,8

Abb.36 Konvergenzraten in Abhängigkeit vom Störungsparamerer e
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Konvergenzraten in Abhängigkeit von beta

Konvorgenzralo

150 160 170 180

Abb.37 Konvergenraten in Abhtingigkeit vom maximalen Winkel der
Triangulierung

Konvergenzraten in Abhängigkeit von alphalbeta

10

Konv€rg€nzral€

.01
alpha&eu

zl0 60 80

Abb.38 Konvergenzraten in Abhängigkeit vom Quotient aus größtem und
kleinstem Winkel einer Triangulierung. Es ist kein einfacher funktiona-
ler Zusammenhang erkennbar.

o
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ü
d
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c
v
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4.5
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1.0

0.5

0.0
bera

140130

o

F
0d
o

o
V

.l

100200

.i'-::ai:'s
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Abschließend wollen wir die singuläre Gleichung im Fall, daß Q der Bodensee ist,
betrachten.

Lindau

Kons

zur Diskredsierung:
Die folgenden Abbildungen zeigen die verschiedenen Gitter" Man beachre, wie sich dasGitter mit zunehmender Verfeinerung immer besser dem Rand aus Abb. :Ö *puft. ou,
hat jedoch zur_Folge, das exu'em stuäpfe bzw. spitze Winkel aufn-eten, was s'ich dann
auch bei den Konvergenuaren bemerk6ar macht.

Abb"39 Bodenseegebiet

Da der.Übelganq des Bodensees in den Untersee bei Konstanz sehr schmal ist, erwartenwir keine Kopplung der Eigenschwingungen in diesem Bereieh. In unseren Berech-
nungen wurde deshalb der Untersee immeiweggelassen.

Bodensee

/-
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Abb. 40 Triangulierungen des Bodensees auf den Verfeinerungsstufen 0, I,2,3, 4
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Ginerdnten

Level

0

1

2

J

4

# Ginerpunkte

88

30s

1129

4337

r6993

# Dreiecke

130

520

2080

8320

33280

%ni"

1.56

t.7

0"7957

0.2565

0"2s65

Gm"*

t62.04

173"04

t73.04

178.78

178"78

Tab.S Gitterdaten fi.ir die Bodenseetriangulierungen, Level bezeichnet den
verfeinerungsgrad, cr6, den minimalen und cr,rro den maximalen winkel der
Dreiecke in der Triangulierung

Zunächst haben wir mit konstanter Tiefe gerechnet, d.h. ft = t in Gleichung (8.1.1). Als
rechte Seite haben wir g := sin(.r/5).sinO 13) - C gewählt, wobei C durch das Verfahren
aus $ 7 Abschnitt 4 vom h"ogramm berechnet wurde so, daß log = 0 erfü[t ist. Auf dem
LevgJ 2 lag die Konvergenzrate bei 0"125, naeh l5 Iterationen war der Rundungsfehler
(10-'') erreicht" Die berechnete Lösung ist in den folgenden beiden Plots dargestellt.

Abb.4l Höhenlinien- und 3-D Plot der berechneten Lösung der singulziren
Gleichung (8.1.1) auf dem Bodensee

=..H jI l/1 )
{J--



-97-

Rechnet man nun die Gleichung mit der variablen Tiefe des Bodensees, erhält man auf
der zweiten Verfeinerungsstufe nach wie vor Konvergenz, aber mit deutlich schlechterer
Konvergenrate (= 0.671). Diesmal ist der Rundungsfehler nach T2Iterationen erreicht.
Die folgende Abbildung zeigt einen Höhenlinien bzw. einen 3-D Plot der verwendeten
Tiefe.

Abb" 42 Tiefe des Bodensees ais Höhenlinien- und 3-D Plot

Verwendet man das nächst feinere Gitter (# Gitterpunkte = 4337) so divergiert das Ver-
fahren sowohl mit konstanter als auch mit variabler Tiefe. Dies liegt offensichtlich am
verwendeten Gitter (man beachte die Winkel aus Tabelle 5 und vergleiche mit $ 8.1.4!).
Betrachtet man die Entwicklung des Defektes d (d := Kx - 0, So stellt man fest, daß d
genau an den. Stellen explodiert, wo das Gitter entartet ist. Das Gitter ist besonders im
Bereich des Ubergangs des Bodensees in den Obersee stark verzerrt. Bei variabler Tiefe
konzentriert sich d auf den Bereich um die Insel Mainau, im Fall konstanter Tiefe auf das
gegenüberliegende Ufer. Dies wird durch die folgenden Abbildungen illustriert.

Abb. 43 a,b Defekt nach fünf Mehrgitteriterationen a) mit variabler Tiefe b) mit
konstanter Tiefe

ar.t::
ii
ir.r
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Abb" 44 Triangulierung im Bereich aus Abb. 43 b, in dem der Defekt divergiert.

$ 8"2 Numerische Ergebnisse für das Eigenwertprobrem

Sei Q :- (0, 1l) x (0, 3). Wir betraehten die Gleichung:
(8.2"1) - V"(12 Vu) +Lu=0 in e

äu/än =0 auff.

wir setzen in diesem Beispiel h = l. Mt, 9* Normierungsbedingung llrllo = I lauten dieEigenfunktionen bzw. Eigänwerte wie folgt: -'-Q--

Eigenfunktionen : Sei k1, kz e lN

u(x,y) =

lvobei:

zugehörige Eigenwerte :

lC k1 "?r.r kr .'r.v
v :s 

"*r T.qs5 -- " ,

L(kr,kz) = ", {(*)'. gl}

falls k1 = kz = 0
falls entweder k1 = 0 oder kz = 0 ;

falls k1 .k2 * 0{:

c
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(8"2"2) Diskretisierung und numerische Ergebnisse

Wir haben als Beispiel fiir das Verhalten der Konvergenzraten und des Approximations-
fehlers bei einem Eigenwertproblem die zweite Oberschwingung in obigem Problem
berechnet.

Gitterdaten:

Level

0
I
2
J
4

# Gitterpunkte

28
95

349
1337
5233

# Dreiecke

40
160
&a

2560
10240

%ti"

26.56
26.56
26.56
26.s6
26.s6

oQ""*

r12.62
ttz"62
1t2"62
ttz"62
trz"62

Tab.6 Gitterdaten für die Triangulierung, oqnin bzw. qrro bezeichnen den mini-
malen Winkel der Triangulierungen.

Konvergenzraten:

Level Shift I Shift 2

0.4
0.4
0.4
0"4

D i s l<r e ti s i e r un g sfe hl e r :

Level e-

Konvergenzrate # Iterationen
bis Rundungsfehler

0.085 10
0.06 9
0"16 rz
0"28 14

I
2
J
4

1.02.10-r
2.02.rc'2
4.03.10-3
1.22.rc'3
3.37.104

0.7
4"7
0.7
0.7

e2

4.652"rc-z
1.557.10-2
1"790.10-3
5.270"r04
r.352.r04

l[ - i]
1.598.10-2
4.293.n-3
1.066.10-3
2.646.r04
6.595.10-5

l,-

0.310288
0.321975
4325202
0.326003
0.326202

Tab"7 Konvergenuaten auf den Verfeinerungsstufen ,J-evel". Shift I ist der
Shiftparameter für das IlU-Verfahren auf der ersten Verfeinerungsstu-
fe, Shift 2 ist der Shiftparameter auf den feineren Gittern. Die angege-
benen Konvergenzrate ist die Summe aller Konvergenzraten einer Ver-
feinerungsstufe, dividiert durch die Anzahl der Iterationen. Der Run-
dungsfehler lag bei 10-II .

0
1

2
J
4

Tab.8 Dislcretisierungsfehler; a-, a2 sind wie in g 8.1.2 definiert; f,, bezeichnet
die Eigenwerüräherung auf dem jeweiligen Gitter und 1" = 0.3262679
den exakten Eigenwert.
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Tabelle 8 zeigt die quadratische Konvergenz des Fehlers zwischen exakter Lösung und
berechneter Näherungslösung in den entsprechenden Normen. Auch kann man die
erwartete quadratische Konvergenz des Eigenwertes beobachten. Dies ist in der
folgenden Abbildung graphisch dargestellt.

Approximationsfehler für das Eigenwertproblem

1"2ß-l

l.0e-l

8.0e-2

Fehler 6.k-2

4.k-2

2"k-2

Level

0.0e+0

0e+0 1e+0 2ß+O 3e+0 4e+0 5e+0

Abb.45 Graphische Darstellung des Fehlers zwischen kontinuierlicher und
berec hneter diskreter Lösung

Die folgende Abbildung zeigt die berechnete Eigenschwingung.

Abb"46 3-D PIot der berechneten zweiten Oberschwingung auf dem Rechteck
(0,i 1) x (0,3)

€€
e2

Ä"
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$ 8.2.3 Das Eigenwertproblem für den Bodensee

Abschließend wollen wir die Eigenwertgleichung (8.2.1) für den Bodensee betrachten.
Zunächst haben wir eine konstante ,,Aquivalenztiefe" von 102,78 Meter verwendet
(siehe [2])" Das grobe Giner besitzt 88 Knotenpunkte (vgl. Tab.5).Wir konnten mit den

-aus dem Grobgitter resultierenden- Startwerten für die geschachtelte Iteration elf
Eigenwerte auf der ersten Verfeinerung berechnen und sieben auf der zweiten
Verfeinerungsstufe. Mit der variablen Tiefe des Bodensees erhalten wir nur noch
Konvergenz für den niedrigsten Eigenwert. Dies liegt vor allem daran, daß wir mit sehr
wenig Gitterpunkten auf dem groben Giner und Dreiecken mit nahezu entarteten
Winkeln rechnen. Hofmann [11] verwendet für das Einheitsquadrat 256 Punkte auf dem
groben Gitter und erhält daraus 46 Eigenwerte. Bank berechnet die Eigenwerte des

Oberen Sees (USA) mit dem Programm PLTMG [1] und startet dabei mit einem groben
Gitter mit über 1000 Gitterpunkten. Unsere Ergebnisse sind unter diesen
Cesichtspunkten völlig zufriedenstellend. Um die Ergebnisse noch weiter zu verbessern,
müsste man sich überlegen, wie man ein feineres Grobgitter verwenden könnte" Eine
Möglichkeit wäre, die erste Verfeinerungsstufe als Grobgitter zu verwenden. Damit
würde die Besetzungsstruktur der Steifigkeitsmatrix erhalten bleiben, und man häne etwa
viennal so viele Knotenpunkte auf dem gröbsten Gitter wie in unserem Fall.

Bisher wurden die Eigenschwingungen des Bodensees von Bäuerle [2], Hamblin/
Hollan [10] und Rao [16] berechnet. Die folgende Tabelle zeigt einen Vergleich dieser
Ergebnisse mit denen hier berechneten und den bisher gemessenen.

gemessener Eigenwert HarnblinlHollan Böuerle Rao Sauter

1.

2.
J.

4"

5.
6"

7"

8.

9.
10

11

55.&
37 "72
28"28
19.13

15.0
r4.6

1 1"6

53.7
3s.7
27.2
19.4
18.6
16.4
14.8
14.3

12.5

12.0
11.3

53.83
35.95
27.0r
19.83

53.87
35.96
27.03
19.84

56.47
38.77
27 "83
20.74
15.19
15.00
t3.71
13.20
t2.42
11.65

Tab.9 Vergleich der Ergebnisse von Hamblin/Hollan, Bäuerle, Rao und Sauter mit
den tatsächlich gemessenen. Die Eigenwerte sind in Minuten angegeben.

$ 8.2.4 Plots der berechneten Eigenschwingungen

Wir stellen auf den nächsten Seiten die berechneten Eigenschwingungen graphisch als
3-D Plot und als Höhenlinienplot dar. Die konstante Grundschwingung (Null-
Schwingung) ist nicht dargestellt.
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Abb. 47 l.Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.6 auf der ersten und 0.86 auf der
zweiten Verfeineru ngsstufe

Abb. 48 2.Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.6 auf der ersten und 0.858 auf der
zweiten Verfeinerungsstufe

'-::-j/_____L
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Abb. 49 3.Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.6 auf der ersten und 0.858 auf der
zweiten Verfeinerungsstufe

Abb. 50 4.Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.6 auf der ersten und 0.865 auf der
zwei ten Verfeinerun gsstufe
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Abb. 5l 5.Oberschwilqulg, Konvergenzraten: 0.58 auf der ersren und divergent auf
der zweiten Verfeinerungsstufe

Abb. 52 6.oberschwingung, Konvergenzraren: 0.g5 auf der ersren und 0.76 auf
der zweiten Verfeinerungsstufe
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Abb. 53 T.Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.8 auf der ersten und 0.78 auf
der zweiten Verfeinerungsstufe

Abb. 54 S.Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.74 auf der ersten und divergent auf
der zweiten Verfeinerungsstufe
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Abb' 55 9'oberschwilqun^g, Konvergen :a:aten:0.8 auf der ersten und divergent auf
der zweiten Verfeinerungsitufe
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Abb" 56 10'obersch*l1gu:g, Konvergenzraten: 0.8 auf der ersren und divergent auf
der zweiten Verfeinerun gsstufe
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Notationen:

div, V.

grad

V

U'

-r07-

Divergenzoperator

Gradientenoperator in drei Dimensionen

Gradientenoperator in zwei Dimensionen

Dualraum zu U

(',')0, (',')u L2 - Skalarprodukt, Skalarprodukt im Hilbertraum U

(.,.) Skalarprodukt im lR"

ll.llo, ll.llu L2-Norm,NormaufdemRaumU

ll.llu, ll.ll-u gitterabhängige Normen, siehe p. 22

lll. lll", lll. ll["r, lll. lllu*v Operatornorrnen, siehe p.22
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