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Losungen Freitag Vorkurs UZH

Integration, Teil 1

1. Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

a) /3902 dx

Lésung: /3x2 doe =2 +C H
b) /x2 + 3 dx
. 2 1 3
Losung:/az —|—3d.r:§x +3x+C H

c) /x3 + ax dx fiir a konstant.

1
Lésung: /x3 +azr dr = Zx4 + g:)sQ +C H

2. Bestimmen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

1
a) / ' —5dw
-2

Lésung:

! 1
/ 334—5dac:gx5—5x

2

1_2:(%'15_5'1)_(%'(_2>5_5'(—2)>=—8.4

O
3
b) / r? — 4x dx
1
Lésung:
3 s 1 1
/ 2 —dr dr = —2® —22° | = ( -33—2-32) — (5-13—2 12) =-7.33
1 1
O
10
1
c) / —dx
5 x
Lésung
10 10 10
/ Ldr=tn()| =In(10) @) = (—> — In(2) = 0.69
5 x 5 5
O
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d) / " sin(z) do

Losung:

/_7r sin(x) dx = — cos(x) i = —cos(m) — (—cos(—m)) =0

O
3. Bestimmen Sie die folgenden Integrale:
) /x(x2+3) dz
. 2 3 La,3 5
Losung: | x(z*+3)de = [ 2° + 3z dx = ydat C O
b) /3sin(x) dx
Lésung: /35111(:16) dx = 3/sin(9§) dx = —3cos(z) + C O

1
c) /cos(x) +—+e"dx
x

Losung:

1 1
/cos(m)+—+e‘”dx—/cos(x)dx+/;dw+/exdx—sin(:c)—irln]x\—l—ex—l—(?
T

O
d) /\/Eda:
. 1 2 3
Lésung: /\/de—/xz dx:§x2 +C O
1
—d
e) /w x
. 1
Losung: /—dlen\xH—C’ O
x
1
f —d
)/ﬁ ’
1
Lésung: /—dx:/x_é dr =212 +C =2z + C O
NG

4. Bestimmen Sie a, so dass die folgende Gleichung erfiillt ist:

2 8
a) / azr® — 2axdr = ——
0 3
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Lésung: Zuerst berechnen wir das Integral auf der linken Seite:

2 3 2
8 4
/aazz—Zaxdx:%—axQ :(—a—4a)—02——a
0 3 0 3 3

Damit erhalten wir folgende Gleichung:

4a 8 N 5
—_——_— = — a =
3 3
]
b) / ar + 2dx = 16
1
Lésung: Zuerst berechnen wir das Integral auf der linken Seite:
@ ax? ¢ a® a a®  3a
2dr = o) = (L 42 —(— 2):— A9
/lcwc+a: 2—|—x1(2—|—a) 2—|— 2+2
Damit erhalten wir:
3
3
%+§—2:16 — a*+3a-36=0 = a=3
[

5. Integrieren Sie ein allgemeines Polynom von der Form
-1
ap X" + a1 4 ...+ a1z + ag,
wobei aq, . .., a, € R beliebige reelle Zahlen sind.

Lésung: Da /aixi dr = ,a—ilxiﬂ + C, erhalten wir

1+

y, Ay a
/anx"+an1x"1+...+a1$+agdx:—x”+l+—1x"+...+—1x2+aox+0
n+1 n 2

]

6. Zeichnen Sie die Kurve mit der Gleichung iy = 322 und betrachten Sie die Fliche, die begrenzt
wird durch diese Kurve, die z-Achse und die Geraden = = 0 und = = 1. Zerlegen Sie die Flache in
n Streifen der Breite % und berechnen Sie die Ober— und Untersummen O,, und U, fiirn = 1,2

und 3 sowie fiir ein allgemeines n. Was ist der Grenzwert lim O,,, bzw. lim U,,?

n—oo n—oo
a) Losung: Uy =0,0,=3; Up=2, 0= Us=2, 03 =1

Eine ausfiihrliche Berechnung geht analog (aber viel einfacher) wie in b). O

3
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b) Ldsung:
1 1\* 1 2\ 1 3\? 2
0, = —-3-(—) +=.3 (—) +—-3-(—> 4ot —-3 (E)
n n n n n n n n
1 1\°  /2\* [/3)° 2
= _.3.<(_) +(_) +<_) _|__|_<Q>
n n n n
1
= E-3-(12+22+32+-~-+n2)
1 3 nn+1)2n+1)\ 1 5 (n?+n)(2n+1)
- on 6 R 6
1 5 2n° +3n” +n)\ 1+ 1 N 1
- ond 6 B 3 2n  6n2
also . . .
i On= i3 (5 4 5, % gy ) =1

Auf die gleiche Art und Weise erhalten wir fiir die innere Treppenflache

1 1 1\* 1 2\° 1 —1)\?
U, = _.3.02+_.3.(_) +_.3.(_) +...+_.3.((n ))
n n n n n n

3 (0P +17+22 4+ 4+ (n—1)%)

B ) I Ay

und fiir den Limes

1 1 1
lim U, = lim 3-(———+—>:1.

n—o00 n—o00 3 on 6n2

1
Die zwei Grenzwerte stimmen uberein, und somit erhalten wir / 3z2dr = 1.
0
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Integration, Teil 2

1. Berechnen Sie die Flache, welche vom Graphen der Funktion f sowie der x-Achse eingeschlossen

wird.
a) f(z)=2%—22% -3z

Lésung. Berechne zuerst die Nullstellen: 23 — 222 — 3z = x(x — 3)(z+1) = 0, also x; = 0,

x9 = 3, 3 = —1. Damit sind die beiden Integrale

0 3
/ 22— 222 —3xdr und / x> —22% — 3xdx
_ 0

1

zu berechnen. Es gilt

0
‘ 1 2 3
3 2 4 3 2
— 9222 _3pdr =zt — 23— 2

/_lx x Tdr = ST — X" — o

Ebenso: .
/ 23 —22% — 3xdr = —11.25
0

Das zweite Integral ist negativ, da der Graph dort unterhalb der x-Achse verlauft. Fiir die
Flachenberechnung muss das Minuszeichen jedoch ignoriert werden. Die Gesamtflache ist
also 5 +11.25 = 2. O

b) f(x) = 2% — 322 + 4 Berechne zuerst die Nullstellen: 2% — 322 +4 = (z + 1)(z — 2)* = 0,
also ©7 = —1, x5 = 2. Diese Berechnung kann zum Beispiel mit Hilfe einer 'erratenen’

Lésung und der Polynomdivision erfolgen. Damit ist folgendes Integral zu berechnen:

2 2
1
/ 23 =32 +4de = -2t — 23+ 4o =6.75
-1 4 -1

Dieser Wert entspricht gerade der Flache, welche vom Graphen und der x-Achse einge-

schlossen wird.

2. Berechnen Sie die Flache, welche von den Graphen der beiden Funktionen f und g eingeschlossen

wird.

a) f(z) =z, g(x) = 2?

2

Losung. Berechne zuerst die Schnittpunkte: = 22, also 22 — 2 = 0 und somit z; = 0,

29 = 1. Damit ist folgendes Integral zu berechnen:
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Der Grund, weshalb 2 — 22 und nicht 22 — x integriert werden muss, ist, dass im Bereich
0 < x < 1 die Funktion f oberhalb von ¢ verliuft. Daher ist f(z) — g(z) = z — 2% in
diesem Bereich positiv. Wiirde man 22 — x integrieren, so erhielte man dasselbe Resultat,
jedoch mit einem Minus davor. Dieses konnte man dann einfach weglassen, wenn man
die Flache berechnen mochte. Dies ist vor allem dann hilfreich, wenn man nicht genau
weiss, wie die Kurven liegen. Es ist allerdings immer leicht herauszufinden, welche Kurve
oberhalb verliuft, indem man einfach einen geeigneten Wert (im relevanten Bereich) in

beide Funktionen einsetzt und die Werte vergleicht. ]
b) f(z)=2*-9, g(z) = 2% — 9z

Lésung. Berechne zuerst die Schnittpunkte: 22 —9 = 23 — 9z, also 23 — 22 — 92+ 9 =0
und somit 1y = —3, 2 = 1 und 23 = 3. Im Bereich —3 < z < 1 ist g(z) > f(z). Dies
sieht man, indem man zum Beispiel 0 einsetzt: f(0) = —9, ¢g(0) = 0. Andererseits gilt
g(x) < f(z) im Bereich 1 < 2 < 3. Damit sind folgende Integrale zu berechnen:

/_1 (2" — 02) — (a2 — 9)dz und /13(952 —9)— (2F — 0x) da

3

Es gilt
! ! 1, 1,9 o128
/ (2% —92) — (2> —9) dz :/ 2~ —9r4+9dr = ~2' — -2 -~ =2+ 9| = —
3 _3 4 3 2 3 3
Analog erhalt man:
s 20
/ (22 —9) — (2 — 92) dx = —
1 3
Damit ist die Gesamtflache %B + % = %8. ]

3. Gesucht ist der Flacheninhalt der Flache, welche durch den Graphen der Funktion, der x—Achse

und den vertikalen Linien z = @ und x = b beschrankt wird.

Lésung. Die Funktion f hat keine Nullstellen (ist tberall positiv). Daher kdnnen wir die

Flache berechnen, indem wir folgendes Integral bestimmen:

1
/ e’ dr = ¢
-1

1

1
=e——-=235
e

-1

b) g(z) =2cos(z), a=-m, b=
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Lésung. Die Funktion g hat Nullstellen bei 2 = —% und x = 7. Daher kénnen wir die

Flache berechnen, indem wir folgende Integrale bestimmen:

/ T 9 cos(z) dx + /2 2 cos(z) dz +/ —2cos(x) dx

T _ ™

s
2 2

Jeweils dort, wo die Funktion g negativ ist, muss sie mit einem Minuszeichen davor versehen
werden, damit das Integral positiv wird. Man kdnnte alternativ auch das Minuszeichen des

Resultats weglassen. Es gilt nun:

us
2

/ —2cos(z) dr = —2sin(z)| = —2sin (—5) + 2sin(—7m) =2

—T

Die anderen Integrale gehen analog. Insgesamt ist die Summe der Integrale und damit die

gesuchte Fliche 8.
O
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Integration, Teil 3
1. Berechnen Sie mit der partiellen Integration die folgenden Integrale:
a) /xcos(:z:) dx

Lésung.

Setze f(z) = z, ¢'(z) = cos(z). Dann folgen f’(z) = 1 und g(x) = sin(z). Somit folgt

mit der Formel

/mcos(x)dx = xsin(z) — /Sin(x) dr = zsin(z) + cos(z) + C

b) /uln(]u|) du

Lésung. Setze f(u) = 1In |u|, ¢’'(u) = u. Dann folgen f'(u) = £ und g(z) = 1/2-u?. Somit

u

folgt mit der Formel

_ e - (R Lau= Tt - e
/uln|u| du-zu In |ul /2u udu_Qu In |ul ik +C
0
1 2
g [,
Lésung. Setze f(z) = (In|z|)? ¢'(x) = L. Dann folgen f/(z) = 2In|z|- I und g(z) =
In |z|. Somit folgt mit der Formel
2
/(mm) dg;:(1n|xy)3—/21n(|x|)-1-1n(|xy)dx
x x
Die fiihrt auf die Gleichung
2 2
3/de:(ln|x|)3 = /de:l(lnul)?’—l—C
x x 3
[l

d) / sin®(t) dt

Lésung. Setze f(t) = sin’(t), ¢/(t) = sin(t). Dann folgen f/(t) = 2sin(t)cos(t) und
g(t) = — cos(t). Mit der Formel folgt dann

/sin3(t) dt = — cos(t) sin2(t)—/ —2sin(t) cos?(t) dt = — cos(t) sinz(t)—i-Q/sin(t) cos?(t) dt

8



Losungen Freitag

Vorkurs UZH

Hier verwenden wir sin?(¢) + cos?(t) = 1, also cos?(t) = 1 — sin?(¢). Dann wird das letzte
Integral zu

/sin(t)(l — sin®(t)) dt = /sin(t) — sin®(t) dt = — cos(t) — /Sing(t) dt

Mit der obigen Rechnung zusammen ergibt dies

/sin3(t) dt = — cos(t) sin®(t) — 2 cos(t) — 2 / sin®(t) dt
Losen wir diese Gleichung nach dem gesuchten Integral auf, so folgt

/sin3(t) dt = — cos(t) + %cos?’(t) +C

[
2. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:
7
a) / In(t) dt
1
Lésung. Mit partieller Integration und f(¢) = In(¢), ¢’(t) = 1 und somit f'(¢) = 1, g(t) = ¢
folgt
7 7 7 7
/ In(t)dt =tin(t) | — / ldt =t(In(t) —1)| =T7In(7) —6.
1 1 1 1
[

b) /Ohex(q: —h) dx

Lésung. Mit partieller Integration und f(x) =  — h, ¢'(x) = €* und somit f'(z) = 1,
g(x) = e* folgt

h

h
—/ e“dr =e"(x — h)
0 0

h h

=—e"+1+4+h
0

/Ohex(x—h)dx:ex(x—h) —e”

0

ol
Ul

<) /_ : sin(z) cos(x) dx

jus
2

Lésung. Mit partieller Integration und f(x) = sin(z), ¢'(z) = cos(z) und somit f'(x) =
cos(x), g(z) = sin(x) folgt

/

[NIE]
SE

sin(z) cos(z) dz = sin*(x)

[NIE]

jus
5 —

_ /_ " cos() sin(z) di — — /_ cos(x) sin(z) dx

jus
2

[NIE]

jus
2
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Da nun aber rechts und links des Gleichheitszeichens dasselbe Integral mit unterschiedlichen

Vorzeichen steht, folgt

INIE]

/—’5 sin(z) cos(z) dz = 0
9 /0% e cos(t) dt

Lésung. Mit partieller Integration und f(t) = e™*, ¢'(t) = cos(t) und somit f'(t) = —e™"
g(t) = sin(t) folgt

27 2w
—/—e‘t sin(t) dt:/ e 'sin(t) dt
0 0

Auf dieses Integral wenden wir nochmals partielle Integration an (mit f(t) = e, ¢'(t) =

sin(t) und somit f'(t) = —e™t, g(t) = — cos(t))

2m
/ e ' cos(t) dt = e ' sin(t)
0

2w

2w
/ e 'sin(t) dt = —e " cos(t)
0

2m 2w
—/ —e'(—cos(t)) dt = —6_2”4-1—/ e~ cos(t) dt
0 0

0

Damit haben wir jetzt insgesamt folgende Rechnung durchgefiihrt:

2w 2m
/ e teos(t)dt = —e 2 +1 — / e " cos(t) dt
0 0
Diese Gleichung kénnen wir nach dem gesuchten Integral auflésen und erhalten

2m —2m
— 1
/ e ' cos(t) dt = i
0 2

]

3. Berechnen Sie die Flache, welche vom Graphen von f(z) = (x — 1) - In(x), der z-Achse und der

Geraden x = 4 eingeschlossen wird.

Lésung. Wir berechnen zuerst die Nullstellen: (z — 1) In(z) = 0. Es folgt, dass = = 1 die einzige

Nullstelle ist. Wir miissen somit das folgende Integral berechnen:

/14(95 — 1) In(z) do

Dies tun wir mit partieller Integration. Dabei leiten wir In(z) ab und integrieren z — 1:

/14(95 ~ 1)In(x) da = (%:ﬁ _ :)3) In(z) j _ /14 (%xz _ g;) - éda;

10
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Das letzte Integral ist gleich

4 4
1 1 1 1

/ (—x2—3:>-—dx:/—x—lda::—xQ—x
L \2 x L2 4

Insgesamt folgt damit und der obigen Rechnung

/1 4(93 —1)In(z) dz = (%gﬂ - x) In(z)

4

= 41In(4) — % = 4.80

o

1

[]

4. Berechnen Sie die Flache, die von den Graphen von f(x) = €* und g(z) = z%¢* eingeschlossen

wird.

Lésung. Wir berechnen zuerst die Schnittpunkte: e = 2%e®. Es folgt, dass sich die Graphen bei
x = —1 und = 1 schneiden. Im Bereich —1 <z < 1ist f(z) > g(x) (es gelten zum Beispiel
f(0) =1 und ¢g(0) = 0). Also miissen wir das folgende Integral berechnen:

1 1
/ ex—xQexdx:/ e (1 — 2%)dx
-1 -1

Wir wenden zweimal partielle Integration an, wobei wir zuerst e® integrieren und und 1 — 22

1 1 1
- / e’ (—2x)dx = / 2xe” dr
-1 —1 -1

Diesmal leiten wir 2z ab und integrieren e®. Dann folgt

1 1
/ e*(1—2%)dx = / 2xe” dx = 2xe”

1 1

ableiten.

1 e* (1 — 2?) dr = e"(1 — 2?)
/

1

1
= 4e ! =147

-1

1 1
— / 2¢% dx = 2e + 27! — 2
—1 -1

]

5. Bestimmen Sie unter Beriicksichtigung der Zusatzbedingung aus der Gleichung der ersten Ablei-

tung einer Funktion diejenige der Funktion selber:

a) f'(x) =sin(z), f(~m) = 1

Lésung. Wir miissen die Stammfunktion von f’ bestimmen, welchen die geforderte Bedin-

gung erfiillt (diese Bedingung legt den Wert der Integrationskonstante fest).
/sin(x) dr = —cos(z) + C

11
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Dann folgt mit der Bedingung
f(=m)=—cos(—m)+C=1+C=1 = (C=0

Die gesuchte Funktion ist also f(z) = — cos(z). O

b) ¢'(z) = wsin(z), g(5) = 2

Lésung. Wir berechnen zuerst das unbestimmte Integral von ¢’. Dazu verwenden wir die

partielle Integration, wobei wir x ableiten und sin(z) integrieren:
/a:sin(a:) dr = —x cos(x) — / —cos(z) dx = —z cos(x) + sin(z) + C
Dann folgt mit der Bedingung

g(%):—g-cos<g)+sin<g)+0:1+0:2 = (=1

Die gesuchte Funktion ist also g(z) = —x cos(z) + sin(x) + 1. O
c) h'(x) =%, h(0) =0

Lésung. Wir berechnen zuerst das unbestimmte Integral von h’. Dazu verwenden wir (zwei-

mal) die partielle Integration, wobei wir zuerst x> ableiten und e” integrieren:
/x2e$ dr = z2e® — /Qxew dr = z%e® — 2 (me:” — /ew dx) = 2% — 2ze” + 2e* + C

Bei der zweiten partiellen Integrationen haben wir z abgeleitet und e” integriert. Mit der

Bedingung folgt nun
h(0)=0%"—2-0" +2"+C=2+C=0 = C(C=-2

Die gesuchte Funktion ist also h(x) = z%e® — 2xe® + 2 — 2. O

12



Losungen Freitag Vorkurs UZH

Integration, Teil 4

1. Berechnen Sie mit der Substitutionsregel die folgenden Integrale:
a) /(Zx +1)e” " da

Lésung. Setze u = x? + x. Dann ist du = (22 + 1) dx, und es folgt

/(2x+1)6x2+xdx:/euduze“—l—C:e’”Q”—kC

O
o2t
b dt
) /€2t—|—4
Lésung. Setze u = e + 4. Dann ist du = 2¢* dx, und es folgt
e 1 1 1.
/€2t+4dt:/@du: ghnful+C = e +4]+C
O
1+1
g [V,
T
Lésung. Setze uw =1+ In|z|. Dann ist du = < dz, und es folgt
v1+1 2 2
/ﬂdx:/\/ﬂdu: Zut +C = -1 +1In|z|)?+C
x 3 3
0
2. Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale mit der Substitutionsregel:
0
3t
a) / dt
241
Lésung. Setze u = t? + 1. Dann ist du = 2t dt, und es folgt
0 1 1
3t 31 3 3
dt = ——du==1 = ——1In(2
/_1t2+1 /22u“ QH(U)2 5 )
O

V3
b) / (32 — 2)(2® — 27)° dw
Lésung. Setze u = x® — 2x. Dann ist du = (32% — 2) dx, und es folgt

6 (23 —212)°

/(3x2—2)(x3—2x)5dx:/u5du:%: 6

13
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Somit erhalten wir

V3 1 3
/ (32?2 — 2)(2® — 22)° dw = 8 <(\/§ —2v3)% — ((—V3)% + 2\/§)G> =0

V3
[
c) /2 cos(2t)esm () ¢
%
Lésung. Setze u = sin(2t). Dann ist du = 2 cos(2t) dt, und es folgt
: : 1 1,10 1
’ cos(2t)esm) gt = / —e'du=-e"| ==(1—¢)
s 1 2 2 1 2
4
[
> 2
d ———d
) /3 T+ 222"
Lésung. Setze u = 1 + x2. Dann ist du = 2x dz, und es folgt
/5 2, /26‘1d 1% L, 1_4
3 (14 22)? 0 u? U |y 26 10 65
[
T
e) / tan(z) dx
0
Lésung. Setze u = cos(z). Dann ist du = —sin(z) dz, und es folgt
™ V2 V2
1 2 1 2 2
/4 tan(z) de = / L du= —In(u)| =-In £ = In(v2)
0 1 U " 2
[
f) /4 6 sin(z) cos(z) dx
0
Lésung. Setze u = sin(x). Dann ist du = cos(x) dzx, und es folgt
x V2 V2
4 2 2 3
/ 6 sin(z) cos(z) dx = / 6udu=3u*| ==
0 0 0 2
[

14
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3. Wann wird welche Methode angewandt? Bestimmen Sie die Integrale.
a) /sinQ(x) cos(x) dx

Lésung. Substitution mit u = sin(z), du = cos(z) dz:

1 1
/sing(x) cos(z) dr = /u2 du = §u3 +C = 3 sin®(z) + C
Partielle Integration ware auch méglich, in diesem Fall aber deutlich aufwandiger. ]

b) % dz

Losung. Substitution mit u = /2, du = 5~ dz:

Mz— sin(u) du = —2 cos(u = —2cos(v/z
N d_/Q (1) du = =2 cos(u) + C = —2cos(v/z) + C

c) / sin(z) dw

Lésung. Partielle Integration mit f(r) = sin®(x), ¢'(r) = sin(x), und somit f'(z) =

3sin?(x) cos(x), g(x) = — cos(z):

/sin4(x) dr = —sin®(z)cos(z) +3 [ sin?(x)cos?(z) dx

Mit Partieller Integration (f(x) = sin(z), ¢'(x) = sin(z)), bekommt man

/sin2(x) dr = —sin(z) cos(x) + x — /sinz(x) dx
Aus all diesem folgt

/sin4(x) dx = —i sin®(x) cos(z) + gx - gsin(m) cos(z) + C

15
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4. Bestimmen Sie die Integrale in der Tabelle.

a) y:sin(%’”%—%)

Lésung. Wir verwenden die Substitutionsmethode. Setze u = 37‘” + & Dann ist du = %dw,
und es folgt
2 2 2
/sin (3; + g) dr = /gsin(u)du = —gcos(u) +C = —3 cos (3; + %) +C
[
b) y = tcos(t)
Lésung. Wir verwenden partielle Integration mit f(¢) =t, ¢’'(t) = cos(t) und somit f'(t) =
1, g(t) = sin(t).
/tcos(t) dt = tsin(t) — /sin(t) dt = tsin(t) + cos(t) + C
O]

c) y = e®cos(x)

Lésung. Wir verwenden partielle Integration mit f(xz) = e*, ¢'(x) = cos(x) und somit
f'(z) = e, g(z) = sin(x).

/e”” cos(z) dr = €® sin(x) — /ex sin(z) dz
Das letzte Integral integrieren wir nochmals partiell (mit f(z) = €*, ¢'(x) = sin(z).
/e”” sin(x) dr = —e” cos(z) — /ex(— cos(x)) dx
Insgesamt erhalten wir
/ez cos(x) dr = €® sin(x) + e” cos(z) — /ez cos(x) dx

Lésen wir nun diese Gleichung nach dem gesuchten Integral auf, so ergibt dies

x

/e:‘c cos(x) dx = 6g(sin(x) + cos(z)) + C
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d)

y=a

Lésung. Zuerst schreiben wir die Funktion etwas um: y = a®® = >*™@_ Nun verwenden

wir die Substitutionsmethode mit u = 5z In(a). Dann ist du = 51n(a)dz, und es folgt

1 1 1 1
/a5xdx:/ ldu=——e"+(0=— ¢ L 0=~ 54 (¢

5In(a) 5In(a) 51n(a) 5In(a)
[
y = In(z)
Lésung. Wir verwenden partielle Integration mit f(z) = In(x), ¢’(z) = 1 und somit f'(x) =
o 9(@) =1
1
/ln(x)dx = z1In(x) —/x-;dx:xln(x) —/1dac =zln(z) —z+C
[
y=h(7g)
Lésung. Wir schreiben die Funktion zuerst etwas um: y = In (5=5-) = —In(8 — 3z). Nun
verwenden wir die Substitutionsmethode mit v = 8 — 3z. Dann ist du = —3dx, und es
folgt
/1 ! d—l/l()d—l(l() )40 = L8 32)(In(8—32)— 1)+ C
n{g—g- ) do =7 [ In(u)du= S(uln(u)—u =3 z)(In T
Hierbei haben wir das Resultat von (e) benutzt. O
In(z
y— Yo

Lésung. Wir verwenden die Substitutionsmethode mit u = In(z). Dann ist du = < dz, und

es folgt

NG 1 s :
xr

y = 22 cos(x)

Lésung. Wir verwenden partielle Integration mit f(x) = z?,

f(x) =2z, g(x) = sin(x).

g'(z) = cos(x) und somit

/ 2% cos(z) dz = 7 sin(z) — / 2w sin(x) dx
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Auf das letzte Integral wenden wir nochmals partielle Integration an (f(z) = 2z, g(x) =

sin(x)).
/2x sin(x) de = —2x cos(x) — /2(— cos) dr = —2x cos(x) + 2sin(z) + C
Insgesamt erhalten wir also

/m2 cos(z) dz = x*sin(x) + 2 cos(z) — 2sin(z) + C

y = (32° —5)°

Lésung. Wir kdnnen hier nicht direkt mit einer der beiden Methoden arbeiten. Es ware zwar
moglich, die Funktion als y = (v/32 — v/5)6(v/3x + v/5)¢ zu schreiben und solange partiell
zu integrieren, bis nur noch die Potenz einer Klammer iibrig bleibt, welche dann integriert
werden kann. Es bietet sich jedoch ein einfacherer Weg an. Wir multiplizieren zuerst (mit

Hilfe des Pascal’'schen Dreiecks) aus:
y = (32% — 5)% = 7292 — 72902'° + 303752% — 675002° + 843752* — 5625022 + 15625

Dieses Polynom kann nun leicht integriert werden.

729 7290 67500
/ (3x2—5)6dx:1—3$13—Tx“+3375x9— - 27 +168752° —187502° + 156252 +C

]
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