Lésungen Mittwoch -1-

Vorkurs Mathematik fiir Natur- und Sozialwissenschaften, LOSUNGEN
Mittwoch

Block 1

1. a) (C+6xX°+9x+4):(x+1) = xX’+5x+4
-+ %)
5x% + 9x
—§5x2+5x)
4x + 4

—(4x +4)
0

b) (3x3 —x* = 16x + 12) : (x + 2) = ... Auf eine ausfihrliche Rechnung wird verzichtet, da analog zu a).

16

x+2

Diese Division geht nicht restlos auf. Es kommt noch ein Restterm vor: 3x? = 7x -2 +

c) Schreiben Sie die Division folgendermassen auf (dieses "Auffiillen mit 0-Koeffizienten" bietet sich
immer dann an, wenn Sie nicht genligend Summanden fir das Divisionsverfahren haben):

(k* +0k* + 0k™ + 0k? + 0k + 0) : (k* + k —1) =... Auch hier verzichten wir auf die Zwischenschritte.
5k-3

K —k* +2k -3+
k" +k-1

2. a) @+ b% :(@a+b) = a’—ab+b?
—(a° + a’b)
—a’b+b°
—(—a’b—ab®)
ab® + b°
—(ab® + b%)
0
Auch hier kdnnten Sie zunachst 0-Koeffizienten einfligen. Wichtig dabei ist, dass Sie den Dividenden
und den Divisor nach dem gleichen Gesichtspunkt ordnen, hier nach fallenden Potenzen von a:

(@ + 0a’b + 0ab” +b’): (@a+b) = a’—ab +b?
—(@° + a’p)
—a’b + 0ab?
—(—a’b —abd)
ab® + b’
—(ab® + b’)
0

b) Die Division von (a® —b%):(a - b) wird analog zur Aufgabe a) geldst.

Sollten Sie nicht (a® + ab + b*) erhalten haben, rechnen Sie bitte nochmals nach.



3.
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a) f(x)= x® +4x* + x— 6. Die erste NST x; = 1 lasst sich leicht erraten. Kontrolle: f(1) = 0.

Nun fiihren wir die entsprechende Polynomdivision (x* +4x” + x —6): (x —1) durch. Man sagt dazu
auch: "Wir spalten die NST x; = 1 ab."

(C+4x°+x-6):(x=1) = x*+5x+6
')
5% + X
—(5%° = 5x)
6x—6
—(6x — 6)
0

Somit gilt: (x® + 4x* + x —6) = (x — 1) (X* + 5x + 6).
Mit einem Zwei-Klammeransatz kénnen wir auch noch den quadratischen Faktor (x2 + 5x + 6) zerlegen

und wir erhalten somit: f(x) = (x* + 4x° + x = 6) = (x = 1) (x + 2) (X + 3).

Nun lassen sich die NST ablesen: x, =1, x, =-2, x; =-3.

b) Vorsicht: Wenn Sie die Funktionsgleichung f(x) = —%x3 +x% +2 einfach rechts mit 4 multiplizieren,

erhalten Sie eine neue, veranderte Funktion (Streckung aller Werte mit dem Faktor 4, die Nullstellen
bleiben allerdings erhalten, da 4-0 = 0 ist). Sie kriegen also zwar das richtige Resultat, formal ist aber

der Ausdruck f(x)=-3x> +4x” +8 falsch, da f(x)= —%x3 +x7 2= -3x +4x7 +8 ist!

. 4
3 —
Abhilfe: 1) Formal korrekt als Gleichung ausdriicken: — Zx3 +x +2=0e-3x" +4x* +8=0.

Abhilfe: 2) Wie folgt rechnen: Die erste NST x4 = 2 Iasst sich leicht erraten. Kontrolle: f(2) = 0.
Diese NST spalten wir mit Hilfe der Polynomdivision ab und wir erhalten:

BEJEI +0x+2) ((x-2)= Bl iEs gilt also:
4 4 2
f(x)= —%x3 +x7+2= (x—2)(—%x2 —%x—l). Somit miissen weitere NST von f(x) auch Losungen

1
der quadratischen Gleichung (— %xz - Ex - 1) = () sein. Da die Diskriminante negativ ist, kbnnen wir

aber sicher sein, dass f(x) keine weiteren NST hat. Die einzige NST von f(x) lautet also: x =2

c¢) Bekanntlich wird ein Produkt dann Null, wenn einer der Faktoren Null ist. Wir faktorisieren deshalb:

ftx) x4—2x2+1=[x2—1]z [+ DE-DF =x+1)2x—1)2
x+DEx+Dx-1)x-1)

Nun lassen sich die zwei NST (sog. doppelte NST) von f(x) ablesen: x; =-1 und x, =1.
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A £(x)

A Ro

3
x’ —4x

x2+1

fx)=

Nenner: x? +1= 0 fiir alle xEIR. Also: ID = IR.
Somit keine Definitionsliicken!

Zahler: x* —4x = x(x* = 4) = x(x +2)(x = 2)

Die NST lauten: x;, =0, x, =-2 und x; =2.

Schiefe Asymptote: Vermutung: y = x.

Nachweis: Die Polynomdivision fuhrt zu:

-5x

f(x)=(x3—4x):(x2+1)=x+

x“+1

Fir x — +o strebt der zweite Summand gegen O:

-5x
2

F) = -4x): (2 +)=x+
x“+1

—0

Somit gilt fiir grosse x:  f(x) = x

f(x)

a

x2—x
¥ -2x?-5x+6

f(x) =

Wir faktorisieren den Zahler: x? — x = x(x —1)

Dann den Nenner: Abspalten des Faktors (x — 1)
mit Hilfe der Polynomdivision fihrt zu

¥ =2x7 =5x+6=(x-1)(x* -x+06)

=(x-D(x=-3)(x+2)

x(x=1)

Somit gilt: f(x) = D)D)

x = 1 ist eine aufhebbare Definitionsliicke.
x =3 & x =-2 sind Polstellen.
x = 0 ist eine Nullstelle.

Grenzverhalten flr x — oo (wir kiirzen mit x3):

11
T2
R P
X x2 x3

= Die x-Achse ist eine waagrechte Asymptote.
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3 _é_'_ B A(x+3)+Bx

x> +3x x x+3 x? +3x

Ein Vergleich der Zahler flihrt zu: 3 = 4(x +3) + Bx und somitzu: 3= Ax+34+ Bx=34+x(A+B)

A und B sind also so zu bestimmen, dass 3 =34 + x(A4 + B) ist. Wir erkennen allerdings, dass auf der
linken Seite dieser Gleichung kein x vorkommt.

Dies hat zur Folge, dass (A4 + B) =0 sein muss. Folglich gilt 3 =34 und somit .

Schliesslich folgt aus der Beziehung (A + B) =0 ,dass ist.

Das Ganze konnte man auch so formulieren:

Die Beziehung 3 =34 + x(A4 + B) fiihrt zum Gleichungssystem: (1) (4+ B) =0
(2) 3=34

Daraus resultieren die gesuchten Zahlen: |4=1]und|[B=-1]

a) Der folgende Ansatz stammt von einem Assistenten. Besten Dank an Georgios Anthitsis.
g(x) = (x=[1+2]) (x=[1=+2]) = (Ix = 1] -v2) - (x = 1] +2) =[x = 1]* =2 = x> = 2x -1
Hier noch ein weiterer Ansatz meiner Assistenten (der fur 6 b) leider nicht funktioniert):

Idee: Wir suchen zunéachst ein Polynom mit V2 als NST. Ansatz: (x- \/5) (x+ \/5) =x*-2
Nun betrachten wir den Graphen von f(x) = x> — 2 und verschieben ihn um 1 nach rechts.

Dann verschiebt sich nattirlich auch die NST \/5 um 1 nach rechts und wir erhalten die NST \/5 +1.
Verschiebung um 1nachrechts

Somit: f(x)=x*-2 — g(x)=(x-1"=2=x>-2x-1

b) (x=[v2 +v3]) (x+[V2 +3]) = x? =[v2 + 3 =x* =5-223

Leider sind noch nicht alle Koeffizienten ganzzahlig. Also wiederholen wir den Ansatz:

f(x) = (x* —5—2\/5\/5)'()62 —5+2\/5\/§)=(x—5)2 —4-2-3=x"-10x> +1
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Block 2

1 K it ibt @, = o = >
. a) Kurzen mit n ergi " an_2 4_2.

n

Da lim L 0 istauch lim 2. 0. Also folgt lima, =

n—w p n—w p n—ow

I o

b) Beweis: Sei € >0 beliebig.

5
8n-4

|an—a|<g© <¢&

5n 5‘ ‘20n—20n+10
<& <= B ————

4n-2 4 16n-8

‘<g

Die Betragsstriche kdnnen weggelassen werden da der Term im Betrag stets positiv bleibt
(egal welche naturliche Zahl fir n eingesetzt wird.) Somit gilt:

> < < 5S5<8ne-4¢ <= S+de

8n—-4 8¢

<& = <n g.e.d.

8n-4

Zu jedem noch so kleinem ¢ >0 finden wir also dank der Beziehung

<n, stets ein
8¢

R , , 5
passendes n,, so dass sdmtliche Folgenglieder a, ab diesem n,, vom Grenzwert == we-

niger als £ >0 entfernt sind.

c) Wirsetzen £=0.0001 in den Ausdruck > ; 4e
£

<n ein und erhalten 6250.5<n.

D.h., ab der Indexnummer ny = 6251 sind séamtliche Folgenglieder a, vom Grenzwert a =%

weniger als 0,0001 entfernt.

2. a) Umformen und Anwendung der Grenzwertsatze:

5+E lim 5+2 5+limE 5+12-1iml
m51’l+12_1im n n—>0© n _ n—o\ n _ n—o\ n _

i
n—>00 - n—o 2
3n-2 3-= lim(3—2) 3—lim(2) 3—2-lim(1)

n n—oo n n—oo\ n n—oo\ n

e |

Naturlich kénnte man auch ein paar Schritte Uberspringen und so rechnen




x—5

li
P) =5 3x-15
c) Iim :
(1+
X

d) Mit 3" den Bruchterm kiirzen: xli,n}o 3* 4 3%

a) lim !

x—0

von links 3+2;
=~

2
lim 2(x” +2x-35) _ lim 2x=5)(x+7) _ lim 2(x+7) _
3(x-5)

1-37

= lim

x>0 ] 4372

) B
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11o0

x—5 3

Il
—_] —
Il
1]

Fazit: Nicht aufhebbare Definitionsliicke an der Stelle x=0. Waagrechte Asymptote y = 1/4

Tipp: Vertrauen Sie nicht zu sehr dem TR, wenn Sie hohe Exponenten eintippen. Bei sehr grossen (und
sehr kleinen) Zahlen, kann es bald einmal zu "Rundungsfehlern" kommen. oder allenfalls zu einer sog.
"Ausléschung”. Merke: Ein TR ersetzt nicht den gesunden Menschenverstand!
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a)
h
h e -1
h
1 1.71828
0.1 1.05171
0.01 1.00502
0.0001 1.00005
e -1
Offensichtlich gilt: 1im =1.
h—0 h
b) TR auf Bogenmass umstellen!
. sin(x)
X
1 0.84147
0.1 0.99833
0.01 0.99998
0.0001 0.99999
I . 1. sin(x)
Offensichtlich gilt: hrrol =1.
x—> X =

Algebraisch-rechnerische Herleitung:
Wir brauchen die Tatsache, dass folgendes gilt (siehe Dienstagstibungen, Block 2):

"tan(x) = x = sin(x) fir x>0 klein".

Division durch sin(x) liefert: >~ % o1. Kehrwertbilden: cos(x)= S0 o1
cos(x) sin(x) X
A .
Den Limes bilden: limcos(x)slim&(x) sin(x)

. si
=<1. Somit muss 1_1rr01 =1 gelten.

x—0 x—0 X X
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Block 3

1.

Wir erinnern uns:

fist an der Stelle x, differenzierbar <> die Linksableitung als auch die Rechtsableitung existieren,
und die beiden Ableitungen sind gleich.

a) Da mit f(x) =x° =2x* +1 eine Polynomfunktion vorliegt, ist diese an jeder beliebigen Stelle x dif-

ferenzierbar. Die Ableitung lautet: f"(x) = 3x% —4x.

b)Da f(x)= Jx fiir negative x nicht definiert ist, existiert an der Stelle x = 0 die Linksableitung nicht.

Nahern wir uns von rechts an die Stelle x = 0 wird die Tangentensteigung "unendlich gross". Somit
existiert an der Stelle x = 0 auch keine Rechtsableitung.

Zusammenfassung: f(x) = Jx st fiir x > 0 differenzierbar. An der Stelle x = 0 existiert weder die

|

1 — 1
Links-, noch die Rechtsableitung. Die Ableitung lautet: f'(x)=—x 2 = :
2 2x

c)Da f(x)= x/x fiir negative x nicht definiert ist, existiert an der Stelle x = 0 die Linksableitung nicht.

Nahern wir uns von rechts an die Stelle x = 0 wird die Tangentensteigung Null. Somit ist f(x) an der
Stelle x = 0 von rechts ableitbar.

Zusammenfassung: f(x) = x+/x ist fiir x > 0 differenzierbar. An der Stelle x = 0 existiert nur die
Rechtsableitung und sie betragt 0.

1 3 1

5 5 3 5 3
f(x) =x\/; =x'x2 =x2. Die Ableitung lautet: f'(x)=5x2 =5\/;

d) Die Rechtsableitung an der Stelle x = 0 betragt 1, die Linksableitung hingegen (—1). Somit ist die Be-
tragsfunktion an der Stelle x = 0 nicht differenzierbar. An allen anderen Stellen ist f(x) = |x| hingegen

differenzierbar.

Die vier Graphen zu den Aufgaben a), b), ¢) und d) sehen folgendermassen aus:

a) b)
4 £(x) / Af(x)
3 / -
""""" 9
2 -
""""" 2
X -
2 1 / 0 ™~ 2 3 i 1
1 X
>
5 0 1 2 3 4 5
I ‘
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A(x) 1 (x)

o
w

N

Yy X

\ Bo

a) f'(x)= 3a’x? —2\/Zx+%c

b) £(x) = (Vx —q)-(1+Vx) =Vx +x-g-gdx =/x-(1-q) +x - ¢,

1
"(x)=——=-(1=q)+1
Sf'(x) P (I-g9)+

c) f(x)= (1—x_4)°(x_1 +x2) —x " ax?ox7 —x_z,

f'(x)= —x 24 2x+5x 04 2x7 =

a) Ein solcher Schnittwinkel von 45° mit der x-Achse entspricht einer Tangentensteigung von 1, oder
von -1. Hier eine Zeichnung flrs bessere Verstandnis:

A(x) 2 1(x)

t mit m=1

—

mit m=-1

A B
A B

Das heisst: Wir suchen alle Stellen x, in denen die Tangentensteigung im Kurvenpunkt (xo /f(xo))
1, oder -1 betragt. Zu lésen ist somit die Gleichung: f'(x,) = =1:

2x, =1 = x, =t%. Somit in Pl(%‘i) und in }’2(—%‘%)
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b) Der Rechenweg ist analog zur Teilaufgabe a): f'(x,) = £1 < 3()60)2 ==+].

Im Fall 3()60)2 = +1 erhalten wir x, = :\E. Im Fall 3()60)2 = —1 gibt es keine weitere Lésungen.

3

3
Somitin P \/I \/I und in P, _\/I L
3 3 3 3

c) f'(xp)=e" =<1
Im Fall ¢ = —1 erhalten wir keine Lésung, da e” fur alle Exponenten x stets grosser 0 ist.
Im Fall €™ = +1 folgt x, = 0. Somitin PI(O | 1).

Interessant zu wissen: Unter allen Exponentialfunktionen f(x) = a”, ist die Basis e = 2.718... die

einzige, die in (0 | 1) eine Tangente mit einem Steigungswinkel von 45° zur Folge hat!

A f(X)

3

¥y X

a) Hier ware es zwar moglich, aber unvorteilhaft, die Quotientenregel anzuwenden!

X+ +x 1 , 12X +x* -1
' S dxdlb = ()= tlo = T
X X X X

b) Hier muss die Produktregel und die Kettenregel angewendet werden:

f'(x) =x-cos(x’)-3x* +1-sin(x’) = 3x” - cos(x’) + sin(x’)

Bei dieser Aufgabe brauchen wir die Quotientenregel:

)= 2x-2)- (x> +4) - (x=2)"-2x _ 2x° +8x—4x’ —16-2x" + 8x” —8x
(x* +4)? (x? +4)?
' 4x2_16 x2—4
X) = = .
f( ) (x2 +4)2 (x2 +4)2
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Sei f(x)=x",(n €IN).

. h — n _ n
lim M = lim (x”l% = ... Wir erinnern uns an das Pascal'sche Dreieck:

h—0 h h—0
(x+h)"
N P AP A S SRR Ly AN o) SRR Ly P
= lim
h—0 h
n-171 n-212 n-3;3 n
onx" T h o+ cxXTTTh xR w4k s . . .
= lim P =... Wir kiirzen mit h und bestimmen dann den Limes:
h—0
= lim n-x" e xR xR R = g g.e.d.
h—0

—0

u -
(—) =(u-v™")" Die Produktregel (PR) und anschliessend die Kettenregel (KR) anwenden:
v

o 1,!
2 2
1% 1%

gy R -1 1y, KR -1 2 u' u
w-v') = uv +u-(v) = uv +u(-lp v = ———
%
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Block 4

1.

a) (log, x)* —log, (x*)+6 =0 < [log, (x)]* =5-[log, (x)]+6=0.

Substitution: ¢ =[log, (x)] filhrt zur quadratischen Gleichung t? =5-1+6=0, welche wir mit
einem Zweiklammeransatz I8sen: (¢ —=3)(t —2) = 0. Die Lésungen lauten: #, =3 und 7, =2.

Riicksubstitution: 7, =[log,(x)]=3 <2’ =x und 1, =[log,(x)]=2 < 2* =x.

Die L6sungsmenge lautet somit: IL = { 4; 8 }.

b) Achtung: Logarithmieren ist nur fir x > 0 erlaubt; also lieber einen anderen Weg suchen,
denn sonst werden allféllige Lésungen x = 0 einfach ignoriert.

Uberhaupt sollte man hier beachten, dass der Ausdruck xzx+1 nicht fir alle x € IR definiert ist!

Ansatz: Wir vereinfachen die Gleichung durch die Division mit x = 0. Der Fall x = 0 erweist sich als

erste Lésung der Gleichung. Nun ist also die Gleichung xzx =1 zu I6sen, was nach entsprechenden

Umformungen x** =1<> (x*)* =1 zum Problem x* = =1 fiihrt.

Dieses Problem gilt es nun sorgféltig zu analysieren und zu I6sen. Etwa mit einer Fallunterscheidung:

Sei x > 0, dann ist der Ausdruck x" definiert und sicher positiv. Weiter kann man zeigen, dass x* fur
0 <x <1 kleiner als 1 und fiir x > 1 grésser als 1 wird, und somit x = 1 sicher die einzige positive L6-
sung der Gleichung sein kann.

Eine andere Méglichkeit im Fall x > 0 ist, die Gleichung x* =1 zu logarithmieren, was erlaubt ist, da
hier ausschliesslich positive x angeschaut werden. Dies fiihrt zur Gleichung x-log(x) =0 und folglich

ebenfalls zur Lésung x = 1, denn log (1) ist gleich 0 und zudem wird x > 0 vorausgesetzt.

Sei nun x < 0, dann ist der Ausdruck x” nur fir x € {-1;-2; -3; ...} =Z"~ definiert.

Wir gehen nun alle méglichen Lésungskandidaten x € {-1; -2; -3; ...} durch:
Zunéchst stellt sich x = -1 gleich als weitere L6sung heraus!

Danach untersuchen wir zuerst die noch verbleibenden geraden Zahlen -2; -4; -6; ...., und anschlies-
send die noch verbleibenden ungeraden Zahlen -3; -5; -7; ... :

(-2)7? = ! 5 (-4)™* = ;4; . Diese Werte liegen alle im Intervall (O; l] und kénnen also
(-2) (-4) 4

keine Lésungen der Gleichung x* = =1 sein.

(—3)"3 = ! 3 (—5)‘5 = ! =, .. Diese Werte liegen alle im Intervall [~ L; 0) und kénnen eben-
(-3) (-5) 27

falls keine Lésungen der Gleichung x* = =1 sein.

Unsere Problemanalyse ist nun abgeschlossen. Nach dieser Fallunterscheidung kénnen wir folgern,
dass nur -1; 0 und 1 zur Lé6sungsmenge gehdéren. Zum Abschluss nochmals die wichtigsten Schritte:
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¥ = x « x* - x' = x Beide Seiten durch x = 0 dividieren und sich die Lésung x, = 0 vormerken

ele (xx)2 =1 = x" == .Aus den obigen Uberlegungen folgt:

Fir x, =1ist x* = +1 erfillt, fur x, = -1 ist x* = —1 erfilllt und es gibt keine weiteren Lésungen, da

samtliche noch in Frage kommenden Lésungskandidaten aus dem Definitionsbereich systematisch
ausgeschlossen wurden.

Somit gilt: IL={-1, 0, 1}

a) ¢" = x (Nach Definition.)
Wir leiten beide Seiten der Gleichung ab und wenden auf der linken Seite die Kettenregel an.

" n'(x) =1 < x-In'(x) =1 < In'(x) = %

X

b) '€ = x (Nach Definition.)
Wir leiten beide Seiten der Gleichung ab und wenden auf der linken Seite die Kettenregel an.

dGussere Ableitung  j,0r0 Abl.

10g (x) ] ] []
In(a)-a ="’ -log,'(x) =1 < In(a)-xlog,'(x) =1 < log,'(x) =

X

In(a)-x

Beim ersten Schritt wurde zudem die Tatsache (a™)'=In(a)-a™ verwendet (siehe Skript).

a) f(x)= Jx = f(x)= 1 . ()= % Somit gilt: @ = arctan(%) =26.565"

2Jx

1 2x+D+x  3x+2

Wil 2dxsl 2dxsl

11 .
'@} = 1741 . Somit gilt: @ = arctan(Z) =70.017

b) f(x)=xx+1= f1(x)=1-\x+l+x

Zunachst stellen wir die Parabelgleichung auf. Die Kugel wird im Ursprung, also an der NST x=0 abge-
schossen und erreicht das Maximum an der Stelle x=1. Aus Symmetriegriinden lautet also die zweite
NST x=2. Lediglich die Offnung der Parabel ist noch unbekannt. Somit bietet sich der folgende Nullstel-
len-Ansatz fir die Parabelgleichung P an (Vgl. auch die untenstehende Zeichnung):

P: y=a(x-0)(x-2)=ax* - 2ax
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Um a zu berechnen setzen wir den Punkt (1 ; 2) in die Parabelgleichung P ein,
2=a-1"-2-1-x

2=a-2a

a=-2

und erhalten somit P: y = —2x% +4x.

Weiter gilt: y'= —4x + 4 und folglich »'(0) =4 .

Nun lasst sich der gesuchte Steigungswinkel berechnen: arctan(4)= 75.964°

1

tan'(x) = cos(x) cos(x) — iin(x) “(=sin(x)) _ cos” (x) -2|- sin” (x) _ i
cos”(x) cos”(x) cos”(x)

oder so:

tan'(x) = .. = cos?(x) +sin?(x) B cos?(x) N sin? (x) 1+ tan?(x)

cos? (x) "~ cos? (x) cos? (x)

(1) Wir betrachten samtliche Alters-Kombinationen der Kinder:

36=1136 =1-2-18 =1-3-12 =149 =1:6:6 =2-2.9 =236 =3-3-4

(2) Mogliche Hausnummern sind somit: 38, 21, 16, 14, 13, 13, 11, 10.

(3) Baba braucht an dieser Stelle eine weitere Information. Also wissen wir, dass die Haus-
nummer 13 sein muss. Denn nur dafiir gibt es zwei Kombinationen: 1:6-6 und 2-2-9

(4) ,...das alteste...“ also muss es sich um die Kombination 2-2-9 handeln ©.



