Lésungen Montag -1-

Vorkurs Mathematik fiir Natur- und Sozialwissenschaften, LOSUNGEN

MONTAG
Block 1
1. ﬁ Bemerkungen: Klammern von innen nach aussen auflésen; ,Punkt vor Strich®
30
2. a) =1=_b)1=1=1=6

W | oo —
loo | W

BT T E R

3. ay7€IR b J2elR ¢ [L_1EQCIR ) (=100)-(=99)(=98)-(-97) < |\
4 2 4-3-2-1

Bemerkung zu d) Geht auch ohne TR! Kiirzen = Nenner: 1 und Zahler: Produkt € IN

100x = 73333...
3 . 66 11
4. x=0.73: - 10x = 7333.. Somitist x = — =—.
90 15
90x = 66 =

5. a) (4a—3b)(a + 2b)(5a + 6b) = (4a° + 8ab — 3ab — 6b*)(5a + 6b)
= (4a® +5ab — 6b°)(5a + 6b)
= 20a’ + 24a°b + 25a°b + 30ab® — 30ab® — 36b°
= 20a° + 49a°b — 36b°

l-x(1=x(1=x(1=x(1=x+x?)=1-x(1-x(1-x(1-x+x*-x")
b) [=1-x(I-x(I-x+x*=x> +x")=l-x(I-x+x* x> +x* =x°)

2 3 4 5 6
=l-x+x"-x"+x -x +x

c) (4ax — 3by)(4ax + 3by) — 16(ax + by)* = 16a°x* — 9b’y* — 16(a’x* + 2axby + b’y?)
= 16a°x® — 9b%y? — 16a°x* — 32axby — 16b%y*
= — 25b%° — 32axby

6. a)|(x+y) =x" +7x°y+21x°y* +35x*y° +35x°y* +21x%)Y° + T + )7

b) (-m +10)° = (10-m)° = 100'000 — 50'000m + 10'000m* — 1'000m° + 50m* — m°

42ab - 56bd — 48ac + 64cd =2 - (21ab - 28bd - 24ac + 32cd)
=2[7b(3a —4d) - 8c(3a - 4d)] =2(3a - 4d)(7b - 8¢)

by[x* —x® —12x* =x*(x* —x-12) = x> (x +3)(x - 4)




10.

o
~
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2(r +2)Br+1)=5(r +2)% = (r + 2)[2Gr +1) = 5(r + 2)] = (r + 2)[6r + 2= 5r = 10] = (+ + 2)(r - 8)

d)[256n° —4 = 4(64n° —1) = 4[(4n)* 1] =4(4n-1)(16n* +4n +1)

Hier wurde @’ —b® =(a - b)(a” +ab+b*) verwendet.

e)rt =3 +1=r" -3+ +1=r’ =" -2 +1-1 = (" =1y =" =(* =1+ (" -1-7)

Bei diesen Aufgaben wollen wir vorerst auf Wurzelausdriicke in den Klammern verzichten.
Spater (als Anwendung der allgemeinen Losungsformel fir quadratische Gleichungen)
werden wir sehen, dass sich der Term »* - 372 +1 noch weiter zerlegen l3sst:

e e e

2 2 2 2

r4—3r2+1=(r2—1+r)(r2—1—r)=(r—

a) a-> ( (1) im Z&hler ausklammern!) w=_1
5-a 5-a =
b) 4x-20 -4(5-x) 2
30-6xy  6(5-x) _3
c ox’ —12xy+4y”  (Bx-2y)  (3x-2y)°  3x-2y

1207 -11xy+2y>  12x2-11xp+2y°  (x-2y)4x-y) 4x-y
Beginnen Sie mit der Zerlegung des einfacheren Terms, also hier mit dem Zéhlerterm. Dann haben
Sie einen Ansatz fiir einen méglichen Zweiklammeransatz im Nenner: 3x-2y)-( ... )

2
a) 2_(1 = 10a (Erweiterungsfaktor: 5a)
3b 15ab
? ? -
b) 9_x = - - = 9x(a-b) (Erweiterungsfaktor: (a-b))

7y Tay-Thy B Ty(a->b) - Ty(a-b)

c a—3b_ ? ? -2a+6b -2a+6b

= = = = (Erweiterungsfaktor: (-2))
3x-1 2-6x (-2)3x-1) (-2)(3x-1) 2-6x

3 2
* Zeigen Sie: Firallem € INist ™ ™ gine ganze Zahl. Hinweis: Klammern Sie aus!
6 2 3
3 2 3 2 2
o m m A 3m 4 2m = m(m” +3m +2) = m(m + Dm +2). Im Zahler steht ein Produkt von

—_— 4+ — =

6 2 3 6 6 6
drei aufeinanderfolgenden Zahlen € IN = Der Zahler ist durch 2 und 3 teilbar, also auch durch 6.

Achtung! Der letzte Schritt war nur erlaubt weil 2 und 3 teilerfremd sind (d.h.: ggT(2, 3) = 1).

Ein Gegenbeispiel: 36 ist durch 4 und 6 teilbar, aber nicht durch 24.
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Block 2

1. Briiche addieren und subtrahieren

a) 4x-5y S5x-5y 4x-5y-5x+5y -x_ 1
2x 2x 2x 2x _2

b)y|_“@ _1=a—(a+b)=a—a—b= -b

a+b a+b a+b a+b

Sa-b _3a+b_4a2 —7ab-b* B b(5a-b)-a(3a+b)-(4a* -Tab-b?)

a’b ab® a’b* a’b*

B 5ab-b* -3a* —ab-4a” + Tab+b* B 1lab-7a* _a(llb-Ta) 11b-Ta
a’b’ a’b’ a’b? ab’

d) Den zweiten Bruch mit (—1) erweitern:

2x 2y  2x =2y N 2y  2x+2y  2x+y) 2
oyt yexd -yt -yt -yt -y -y (e (-y) x-y

a-2  a-=2 _ a-2 a-2 =(a—2)(a—3)—(a—2)(a—4)=
(a-4f da*-7a+12 (a-4F (a-4)(a-3) (a-4)°(a-3)

anstatt an dieser Stelle alles auszumultiplizieren:

B a*-3a-2a+6-(a* —4a-2a+8) B a*-3a-2a+6-a’*+4a+2a-8 B a-2
(a-4)*(a-3) (a-4)*(a-3) (a-4)*(a-3)

klammert man lieber (a - 2) vor und rechnet so:

=1
(a-2)a-3)-(a-2)a-4) _(a-2Dl(@-3)-(a-4)]__ (a-2)
(a-4)*(a-3) (a-4)*(a-3) (a-4)*(a-3)

2. Briiche multiplizieren und dividieren

4m-8n 2bx+6by 4(m-2n) 2b(x+3y) 426 8

ax+3ay 6n-3m  a(x+3y) (-3)(m-2n) Y 3a

2 42
0) (5a+5b):a -b =5(a+b). 15xy =75xy
15xy 1 (a+b)a-b) a-b
C) C_Zd:(Zd—C)=C_2d’ 1 =_i
S5x 5x  (=1)(c-2d) 5x

3. Vermischtes

2 2 4 2
a) (x—z)°(x+l) =x’ —(1) =x’ P A 3.Binomische Formel anwenden.
x
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b) 21a’h (Sab ab\_2la’h (25ab+3ab) _2la’b  15c _Y9a
10 \3c 5¢) 10 | 15 10c>  28ab 8¢
1 1 1 1 +Xx -Xx
Loy sl =)= (B e ok (25
x oy Xy Xy xy
c)
_(GEn@=p)) (00@-0)_ -yt p-x’ P -pteytoxt 0
Xy xy xy xy xy xy -
Doppelbriiche
a _ a _ a B a B a B a B
g a a _a a _ a’ a(a+1)-a
1+ a+l _ 1 1 a+l a+l a+l
a a a+1
a) a
a
a a 1  a a+l
=73 2 = = =7 =4+’
a +a-a a a 1 a —
a+1 a+l a+1
x_ Y
by VY 2)‘ Idee: Den gesamten Doppelbruch mit "4xy" erweitern
=3 4
4xy
R4 “dxy
y X 4)c2—4y2 4(x2—y2) =4(x+y)(x—y)=4x—4y
(x—y)z_'_1 4 (x y)2+4xy X°+2xy+y (x+y)2 X+y
4xy

Machen Sie den Nenner wurzelfrei und vereinfachen Sie anschliessend den Term.

6 6-(J5-2v2)  6:(f5-242) 6(\/_ zf)
? S5+2v2 (5+2v2)-(5-22) 5-8 ~2-23
i+ \/\/% +£ = E+ g;+£ geschicktes Erweitern (Anwendung der 3. Bin. Formel im Nenner):
14v2)+ 3] [1-v2)+v3] (1+92) (=v2)+ (+32) V343 (1-v2)+ V343
[1-v2)-3] [1-V2)+ V3] 1-v2f -3

_1-2+43+423+43-4342 +3

-1-¥3 _-V2-4243 _-V2-6

1-24/2+2-3

2423 _1+43 B
-2 -2 2 2 2
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Weitere Losungsvariante:

1+\/§+\/§_1+(\/5+\/§)
1—\/5—\/5_1—(\/5+x/§)

2 3) (V243
—(\/5+\/§) 1+(\/§+\/§

geschicktes Erweitern und Anwendung der Binomischen Formeln:

=1+2(\/§+\/§)+(\/§+\/§)Z _1+2V2 42342426 +3 _
1_(\/§+\/§)Z 1-(2+2J6 +3)

—ti—

_6+2(\/5+\/§)+2\/g_ 3+2+43 446 _(2—\/6)_
T _4-2V6 _[ _@2+Jo) | 2-V6)

3y2
6422 +4124246-36-VI2-Vi8-6_-2-6 _ 246 _ IR

-(4-6) 2 2

Das Endresultat wurde hier auf verschiedene Weisen dargestellt. In der Mathematik gilt die Konvention,
ein solches Ergebnis in der sogenannten Normalform eines Wurzelterms anzugeben. Im obigen Bei-

1 1
spiel ware das: - E\/E - E\/g Es wird also allgemein die folgende Form angestrebt:

9o +‘11\/n_1+612\/z+q3\/n_3+...

Mit qo, 91, g2, g3 etc. rationale Zahlen. Weiter sind alle Wurzeln soweit als mdglich gezogen (und nicht
im Nenner) und die einzelnen Terme soweit als mdglich zusammengezogen. Weitere Beispiele sind:

2=V43-2:43, %__ JB0++27-445+3-43

Diese Normalform erméglicht einheitliche Endresultate, welche man auf einem Blick vergleichen kann.

a) (5 \/5x+ ) =5 5:V5x+9 +5x+9=34-10-v5x +9 + 5x
\q,z-l \ ) H_/
2ab b
b)|(c-vx—1)* =cz-(x—l)=c2x—c2

Zu a) und zu b): Einmal mehr gilt: Quadriert man eine Summe, ist es falsch einfach die einzelnen
Summanden zu quadrieren. Man muss jeweils die entsprechende binomische Formel anwenden:

(a+b)* =a® +2ab +b*|. Respektive bei einer Differenz: |(a —b)* = a* —2ab +b*|

Bei einem Produkt hingegen ist das Quadrieren der einzelnen Faktoren korrekt: [(a - b)* = a* - b*

W6 V2 V6 +42 = (V6 -2} [V6++2) "= J(W6f -(Vaf =v6-2-a-2

o
~
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Block 3

-3
1. a)Achtung: 4 _ 47 istfalsch! So darf nicht gekurzt werden! Die folgenden zwei Rechenwege sind

1
Y -3 -3
hingegen korrekt: 4 _a _ %l = L4 =a~*|, oder besser: L a_l =a'= cz_"4
a a a a a - a a =
+/2 V242
b 1-(=3) 4 x-1_ 7x-2  px 3x-3 31 3 4 _
b)bj=b =b" c)|b* b b*=b d) 31_ﬁ 3\5_2 3 —8=1
2. a) xzn x| Z b) x—n= X c) |x" = x™ - x"
Y Y
d)|—=y" e)|x"y" =(xy)" Ay’ =1, firy=0
y

3. Idee: Wir formen alles in 2er-Potenzen um. Mit einem Exponentenvergleich findet man die L6sung:

(23 y-x .(22 )5x+3 .(21 )3“1 233 lows Il

(21 )2“3 ,(23 )X—l .(22 )x+3 =16 22343 53x-3 2u46

23—3x+10x+6+3x+1 210x+10

4
22x+3+3x—3+2x+6 - < 27x+6

=2 e 23 0% 34 4=4=x=0

5. a) Zunachst die ausfihrliche Lésung, Schritt fur Schritt berechnet:
37332 243 32 732 13723 6.76 3,16

a b a-b a’ b a”-b a b’ a-b _ _

( ) .( ) _ . - . =a3'b6'b6'b4=a3'b6+64=a3b8_

(bz)z (a2)3 - b2~2 a2-3 b4 a6

Das ganze etwas knapper:
3

a3'b3 ? a'b2 aé'b6 a3'b6 3 12 4 3,8
(bz ).(a2)= b ' 2° =a b -b" =ab |

Viele Wege fiihren zur korrekten Lésung (zuerst in den Klammern vereinfachen):
3

3132 22
(abzb ) .(a i? J — (@b (@ b =a® b a b =t
a ez




-1
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7. a) x* —4>(x=5)-(x+5) fiihrt zur wahren Aussage: - 4 > - 25; Somit gilt: IL = IN

b)

a’-a®-b al-b 1-
b) 8.1.2. 4| = 22| = =3ab
3-a"-b"-a 3-a“-b 3-a'b -
m+1
C) b - _b=bm+l—(m—l) _b=bm+l—m+l_b=b2_b
bm = —
6. a)
7x+5+4x+1 _ 7x_1+9x o4
8 3 2
24_(7x8+5+4x3+1) = 24-(7x—1+9x) ausmultiplizieren
3-(7Tx+5)+8-(4x+1) = 168x-12-(1+9x) Die Klammern sind notwendig!
21x+15+32x+8 = 168x—-12-108x zusammenfassen
53x+23 = 60x-—12 - 53x
35 = 7x 7
5 = x IL={5}
x(a® +1)
= +l=a(x+1) | -2
x(a® +1)+2=2a(x+1)
a’x+x+2=2ax+2a | —2ax|—2
b) a’x-2ax+x=2a-2 | vorklammern
x(@>-2a+1)=2(a-1) | :(@’-2a+))
poa=D
(@ =-2a+1)
2(a-1 2
caZazh
(a-1)° a-1

dies gilt nur solange a = 1 ist! Fir den Sonderfall a = 1 ergibt sich x + 1 =x+ 1 und somit IL =IR.

1-3(x-4)=2(5-x)
1-3x+12=10-2x
13-3x=10-2x

3=2x

; Somitgilt: IL={3; 2; 1}



Lésungen Montag -8-

8. Antwort: Es hat gleichviel Weisswein im ersten Glas wie Rotwein im zweiten Glas!

Inhalt Rotwein im 1. Glas: x

Inhalt Weisswein im 2. Glas: y
Fassungsvermogen des Loffels: z

(jeweils in Volumeneinheiten)

1. Glas ins 2. Glas schiitten

1. Glas 2. Glas
Rotwein Weisswein Rotwein Weisswein
Ausgangssituation X 0 0 y
Ein Loffel voll Rotwein vom X—7 0 5 y

Im 2. Glas befindet sich nun insgesamt z + y (Volumeneinheiten) Flissigkeit. Anteilsmassig besteht

diese aus
zZ+y

Ein Loffel dieser Flissigkeit beinhaltet also (

Rotwein und

Y Wei
Z+y

sswein.

-z Rotwein und Y
zZ+ y

-z Weisswein.

z+Yy
1. Glas 2. Glas
Rotwein Weisswein Rotwein Weisswein
Ein Loffel Flissigkeit vom 2. z? z:y z? _zy
Glas ins 1. Glas schitten X_Z+Z+y Z4y Z_Z+y Z+y
Endsituation (nach Verein- _zy z'y z'y _zy
fachung der Bruchterme) Z+y Z+y Z+y Z+y

Wir sehen: Es hat durch diese Operationen ein Austausch von

Volumeneinheiten Wein

stattgefunden. Es befindet sich gleich viel Rotwein im 2. Glas wie Weisswein im 1. Glas.

Eine weitere Losungsvariante:

V: Glasvolumeninhalt zu beginn, x: ausgetauschtes Volumen (entspricht dem Léffelvolumeninhalt)

Nach dem ersten Umschutten (x Rotweinflissigkeit wird ins 2. Glas gebracht):
Konzentration von Rotwein in Glas2 = x/ (V+x)

Wahrend des zweiten Umschittens:

=> Konzentration von Weisswein in Glas2 = V / (V+x)

Volumen der Weissweinflussigkeit die nach Glas1 gebracht wird = x* (V / (V+x)) = xV / (V+x),
(Erklarung: "Léffelvolumen * Weisswein-Konzentration aus Glas2")

Nach dem zweiten Umschiitten:

Konzentration von Weisswein in Glas1

[xV/(V+x)]1/V = x[(V+x)

Die Konzentration von Weisswein in Glas 1 entspricht also der Konzentration von Rotwein in Glas 2 und das

Glasvolumen beider Glaser ist nach der Prozedur wieder identisch.

Also hat es gleichviel Weisswein im ersten Glas wie Rotwein im zweiten Glas.

= "Volumen der Weissweinflussigkeit die nach Glas 1 gebracht wird" / "Gesamtvolumen in Glas1"




Block 4

1. Lésen Sie die folgenden Gleichungen in der Grundmenge IR und geben Sie jeweils die Definitionsmen-

ge ID an.

a) ID=IR\{0;-1; 1}
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5 8 3

x4l x x-1

Sx(x =D =8(x+1)(x-1)-3x(x+1)

5x% —5x =8x? -8-3x% - 3x

|- xCe+D)(x-1)

| ausmultiplizieren
| zusammenfassenund ordnen

5x% —=5x =5x* -3x-8 H -5x% +5x

0=2x-8 = IL=1{4}

b) ID=IR\{4}

x+2 14 3 5 ” 6(x - 4)
= — . X -

x—4 3(x-4) 2>x-4) 6
6(x +2)—28-9 = 5(x —4)

| ausmultiplizieren

6x+12-37 =5x-20 | -5x | -12+37
x=5 = IL={5}
c) ID=IR\{5; -5}

2x +60 6 . 7 | -G53

(x+5)(x-95) T x+5 x-5
2x+60=6(x-5)+7(x+5)
2x+60=6x-30+7x+35
2x+60=13x+5

55=11x

5=x , 5&ID = IL={}

| ausmultiplizieren
|| zusammenfassen und ordnen
| -2x | -5

| 11

d) ID = IR\ {2; -2}

Durch Erweitern des Bruches auf der rechten Seite mit (—1) erkennt man den Hauptnenner!

2 2 (x+3) (-]
X+2 x-2 (d-xY) (=)
2 2 —x-3
x+2 x-2 x4
2x=2)-2(x+2)=—-x-3
2x-4-2x-4=-x-3 | +x || +8
x=5= IL={5

| denBruch rechts mit (-1) erweitern

| -(x+2)(x-2)

|| zusammenfassen und ordnen
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2. Behauptung: "x gerade = X2 gerade", (mit x € Z). (Kontraposition von "x” ungerade = x ungerade")
Beweis: Sei x € Z eine gerade Zahl. Dann gibt es eine Zahl k € Z so, dass x = 2 Kk ist.
Nun berechnen wir x*: x* = (2k)2 = 4K% = 2(2k2). Daher ist auch x° eine gerade Zahl.

Somit gilt auch die Kontraposition "x“ ungerade = x ungerade".

x> +2x+3
2

Damit der Bruch eine ganze Zahl sein kann, muss der Zahler durch 2 teilbar sein, d.h., der Zahler muss
geradzahlig sein. Damit der Zahler geradzahlig sein kann, muss (x2 +2x) ungeradzahlig sein, weil 3
ungerade ist (die Summe zweier ungeraden Zahlen ergibt eine gerade Zahl.) Nun ist 2x sicher ge-
radzahlig (da Vielfaches von 2). Also muss x? ungeradzahlig sein, damit die Summe (x2 +2x) eine

ungerade Zahl darstellt. In der Aufgabe 2 haben wir aber gezeigt, dass daraus folgt, dass x eine unge-
rade ganze Zahl sein muss.

4. ID=IR\{1/3}, x=p

x+p _x+l | (- p)3x-1)
3x-1 x-p
Bx+p)x-p)=(x+DBx-1) || (x+2)(x-2)
3x =3px+px—p° =3x" —x+3x-1 H ~3x°
—-2px-p*=2x-1 ” +1 | +2px
1-p® =2x+2px
1+ p), p=-1 :2

(+p)1-p)=2x1+ p) | ”
=r_ o IL={1_—p}

2 2

5. Es wird darauf verzichtet, vorab die Definitionsmengen zu bestimmen. Die Schlusskontrolle ist also
Pflicht!

a) m +x+2=0 Isolieren der Wurzel (Wurzel auf die rechte Seite nehmen):
xX+2= —m Quadrieren (das "-" vor der Wurzel wird somit zu "+") liefert:
x? +4x+4=13-4x Nach x auflésen ergibt eine quadratische Gleichung:
¥ +8x-9=0 Faktorzerlegung um die Lésungen zu bestimmen:
(x=-D(x+9)=0 ein Produkt ist dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist
x =5 x,=-9 Kontrolle: Firx, =1: 6 = 0 also liegt eine Scheinlésung vor!

Fir x,=-9: 0=0 ok! IL={-9}



Lésungen Montag -11-

b) V3x+4=5- N5x+9 Quadrieren (rechts Binomische Formel anwenden!)
a b

3x+4=5>-2-5-/5x+9 +5x+9 Zusammenfassen und isolieren der Wurzel:
- _ —
2 2

a 2-ab b
IOM =2x+30 Nochmaliges Quadrieren Liefert:
100(5x +9) = 4x* +120x + 900 Vereinfachen ergibt die quadratische Gleichung:
0 =4x* -380x x ausklammern um die Lésungen zu bestimmen:
0 =x(4x-380) ein Produkt ist dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist
x, =0;x, =95 Kontrolle: 0 o.k.! 95 Scheinldsung! IL = {0}

C) V2x-3=-5

Erinnert man sich an die genaue Definition einer Wurzel, braucht man hier nicht weiter zu
rechnen. (Der Wert einer Wurzel ist stets positiv!) Somit gilt IL ={ }.

d) 2vVx-1=+/3x+6 Quadrieren
(2Vx-1)* =(V3x+6)?

4(x-1)=3x+6 Nach x auflésen:
x=10 Kontrolle: 24/10-1=+/3-10+6 < 2-3=6 o.k.! IL={10}
6. a)3x'—51x*+48=0; Substitution: z = x*: 3z°— 51z + 48 = 0; D = 2025

z1=16; z, =1 Daraus folgt: IL ={1; -1; 4; -4}

b) 1/8x* —x*+2=0; Substitution: z=x": 1/82°—z+2=0; D=0
z1=4 Daraus folgt: IL = {2; -2}.
c)
J3+x+413-x = 6 ‘ quadrieren (Binomische Formel ! "+")
B+x+2JB3+x/13-x+13-x = 36 |- 26
2B +x13-x = 10 |2
J3exd13-x = 5 ‘quadrieren
13+x)(13-x) = 25 \
169-x> = 25 |—25 4 2
144 = 2 =

x =12%x,=-12 IL ={12; -12} ‘ Kontrolle durch einsetzen: o.k.!
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d)
xca Loy - x(1-a)
l-a «x
x(x-a)+1:(I-a) = 2-x(1-a) ‘ausmultiplizieren
X —ax+l-a = 2x-2ax | -2x +2ax
Y +ax-2x+1-a = 0 ‘Normalform herstellen

Lésungsformel anwenden

—b+~b* -4ac

2a

1'x*+(@-2)x+(1-a)=0
v — —— _

a b c x1,2 -

_—(a-2)x\(a-27 -4(1-a) -a+2=\a’-4a+4-4+4a -a+2=a’ -a+2=a

b2 2 2 - 2 2

LZ-!—LI=%=1 und 1. = —a+2—a=2—2a=2(1—a)=

hETT 2 2 2 2 2

l-a; also: IL={1;1-a}



