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1 POLYNOME UND ABSPALTEN VON NULLSTELLEN

Die linearen und quadratischen Funktionen, denen wir in den vorigen Abschnitten begegnet sind,
sind Spezialfille einer grosseren Klasse von Funktionen: Die Polynom-Funktionen. Das sind
Funktionen von der Form

f:IR = IR, xbax"+a,_x""+..+ax +a,,

mit n € IN, und @,,...,a, € IR. Die hochste Zahl m mit g =0 heisst der Grad von f. Die

Zahlen a,,...,a, heissen die Koeffizienten' von f.

Man kann sich fragen, ob Nullstellen von allgemeinen Polynomen genauso ‘einfach’ zu finden
sind, wie die von linearen und quadratischen Funktionen. Die allgemeine Antwort auf diese Frage
ist nein. Wie schon bemerkt, wurde sogar bewiesen, dass es fiir Polynome vom Grad = 5 keine
allgemeine Formel fiir die Nullstellen gibt, wie etwa die Auflésungsformel fiir die quadratischen
Gleichungen. Aber es gibt ein Verfahren, welches das Finden von Nullstellen bei einem Polynom
n-ten Grades, auf das Finden von Nullstellen eines Polynoms vom Grad n—1 reduziert. Dieses
Verfahren heisst schriftliche Polynomdivision oder auch «Abspalten von Nullstellen». Nach
einem kleinen Exkurs Giber die schriftliche Polynomdivision, werden wir das Verfahren an einem
Beispiel erliutern.

1.1 Das Abspalten von Nullstellen mit Hilfe der Polynomdivision

Man kann nicht nur Zahlen schriftlich dividieren, sondern auch Polynome. Wir fihren dazu ein
Divisionsverfahren ein. Dabei lassen wir uns durch die schriftliche Division von Zahlen inspirieren:

Beispiel: 276 : 12 =... Wir schreiben jetzt alle Zwischenschritte an, auch die, die wir normalerweise
im Kopf durchfithren:
276:12=23 12in 27 = 2mal
-24 2 12 = 24 (abzichen)
36 12 in 36 = 3mal
- 36 3 712 =30 (abzichen)
0 Es bleibt kein Rest tbrig.

Analog rechnet man mit Polynomen.

x*+5x+6) :x+2)=x+3 x*:x=x
x? + 2x X' (x +2) =x*+ 2x (abzichen)
3x+6 3x:x=3
3x +6 3 (x+2)=3x+ 6 (abziehen)
0 Es bleibt kein Rest tbrig.

Probe durch Ausmultiplizieren: (x + 2) (x + 3) = x° +2x +3x +6 = x" + 5x + 6. O.k.!

! Koeffizient (anch Beizahl genanni) [lateinisch con «zusammen mit» und efficiens «bewirkend»]
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Beispiel 1)
Wir suchen die Nullstellen der folgenden Polynomfunktion 3. Grades: f(x)=x"—2x> -=5x+6.

Nun stehen wir vor einem neuen Problem. Die abc-Formel (die ja nur fiir quadratische Glei-
chungen gilt) hilft hier nicht weiter...

An dieser Stelle soll eine kleine Hilfestellung angeboten werden: Der Funktionsterm
f(x)=x"=2x> = 5x+6 lisst sich auch folgendermassen schreiben: f(x)=(x—-1)(x>-x-6).

Der zweite Faktor ldsst sich mit dem Zweiklammeransatz noch weiter zerlegen. Wir erhalten:
f(x)=x"=2x*=5x+6=(x-1)(x* —x-6)=(x-1)(x+2)(x-3). In dieser faktorisierten Form las-
sen sich die Nullstellen direkt ablesen. Sie lauten: x, =1, x, =-2 und x, =3

Nur, wie kommt man ohne diese Hilfestellung aus? Ein paar Gedanken dazu:

In der Klammer (x — 1) ist die erste Nullstelle x = 1 ersichtlich, denn aus x = 1 folgt (x — 1) = 0.
Also geht es doch zunichst darum, eine Losung irgendwie zu finden. Etwa x = 1 durch Probie-
ren. Dann kennt man x = 1 als erste Lésung und muss den Faktor (x — 1) ausklammern.
Dieses Ausklammern erfolgt mit dem Verfahren der Polynomdivision:

x-2x=5x+6):(x=1) = xX'—x-6 Damit haben wir den Funktionsterm
—(x— x) von f in dieses Produkt zerlegt:
—x” — 5x f(x)=(x-1(x*-x-6)
—{—XZ + x)
—6x+ 6
—(=6x + 6)
0

Vermutlich irritiert Sie an dieser Stelle die Tatsache, dass zunichst mal eine Lésung durch Probie-
ren erraten wurde. Nun, die Nullstelle wurde nicht durch blindes Erraten gefunden, sondern er-
folgte stillschweigend durch systematisches Probieren potenzieller Kandidaten. Denn es gilt (sie-
he weiter unten "Satz 2"): Sollte die Funktion f(x)=x"-2x"-5x+6 ganzzahlige Nullstellen be-
sitzen (was a priori nicht sein muss), dann mussen diese notwendigerweise Teiler des letzten
Koeffizienten a, = 6 sein. Potenzielle Kandidaten wiren somit +1, -1, +2, -2, +3, -3, +0, -6.
Bereits mit +1 hatten wir Erfolg!

Beispiel 2): e

Eine Nullstelle der Polynomfunktion f(x)=x"+ x> —x—1 lautet (-1). Wie lauten die andern?
Y

Dass der Rest bei Teilung von (x* + x> —x—1) durch (x+1) null war, ist kein Zufall! Denn es gilt:
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Satz 1

Sei f* ein Polynom vom Grad n=1, und a eine Nullstelle von f(x). Dann ist der Rest bei Tei-
lung von f(x) durch (x—a) null. Das heisst, man kann f(x) schreiben als f(x)=(x-a)-g(x),
wobei g ein Polynom vom Grad (n-1) ist. Die Nullstellen von f bestehen dann aus der Null-

stelle ¢ und aus den Nullstellen von g.

Erklirung (furs Selbststudium): Wenn man den Funktionsterm f(x) durch (x-a) dividiert, dann

liefert die Polynomdivision eine Funktion g(x), deren Grad um 1 kleiner ist als der von f(x), und es
kann zusitzlich noch ein Rest r Gibrigbleiben. D.h.: f(x): (x - a) = g(x), mit einem allfilligen Rest r.

Also ist doch: f(x)=(x—-a)-g(x)+r, wobel gx) ein Polynom vom Grad (n-1) ist.

Nun setzen wir x =a ein. Das ergibt f(a)=(a—-a)- g(a)+r,denn a war ja eine Nullstelle von f(x).
R
Daraus folgt: 0 =r. Mit anderen Worten f(x)=(x-a)-g(x). Was wir anfinglich zeigen wollten.

Wir tberlegen gleich noch weiter:

Nach dem Ausklammern des Faktors (x —a) hat der andere Faktor g(x) den Grad (n-1). Daraus

kann man sich Gberlegen, wie viele Nullstellen es Giberhaupt bei einer Polynomfunktion vom Grad
n geben kann. Die Antwort lautet: "maximal n". Denn mehr als n Faktoren kann man nicht aus-
klammern, wenn die Funktion mit " ax" +..." beginnt.

Also wissen wir: Eine Polynomfunktion vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Nun zu einem Satz, der beim "Erraten" von allfilligen ganzzahligen Nullstellen einer Polynomfunk-
tion gute Dienste leistet.

Es sei hier aber zunichst nochmals erwihnt, dass Polynomfunktionen nicht notwendigerweise eine,
oder gar mehrere ganzzahlige Nullstellen besitzen mussen! Es gibt auch Polynomfunktionen héhe-
ren Grades welche iiberhaupt keine Nullstellen besitzen, wie etwa f(x)=x*+1, oder solche die nur

Nullstellen besitzen, die nicht ganzzahlig sind, wie etwa f(x)=x’ -2, mit der einzigen Nullstelle

x=32=1250021... die sogar irrational ist. Liegen aber Polynomfunktionen wie in den Beispielen
1), 2) oder 3) vor, dann ist der folgende Satz sehr hilfreich:

Satz 2

Sei f:x+>a,x"+...+a, cin Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten a,...,a, € Z, (a,=0).

Dann sind alle ganzzahlige Nullstellen von f* Teiler von a, .

Der Beweis dieser Aussage ist nicht so anspruchsvoll und sei dem Selbststudium tiberlassen:

Es sei m eine ganzzahlige Nullstelle von f'. Dann gilt: a m" +...+am+a, =0.

Dies ldsst sich durch Ausklammern von m auch so schreiben: ;- (a, m'” . +am+a)= -a,-

= kEZ

Der Ausdruck m-k =-a

ein Teiler von q, ist!  g.e.d.

, mit m und k ganzzahlig, bedeutet nun aber nichts anderes, dass m
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Bemerkung: Im Satz 2 wurde a, =0 vorausgesetzt, weil sonst fir den Sonderfall a, =0 hiufig die
Frage auftaucht, ob denn Null ein Teiler von Null sei (je nach Definition von «ist ein Teiler von ...»
kann tbrigens diese Frage durchaus bejaht werden).

Wir weichen dem aber aus, indem wir den Fall nun als einfachen Sonderfall gesondert be-
trachten. In einem solchen Fall kann nidmlich stets x vorgeklammert werden, was zur Folge hat,
dass 0 stets eine Nullstelle ist. Ein Musterbeispiel soll diesen Sachverhalt illustrieren:

f(x)=3x"=x*+7x+ 0=0 <30 -x*+7x=0<x-3x’-x+7)=0. Somit ist 0 sicher eine Nullstelle.
aO

Beispiel3: #7 Finden Sie die Nullstellen von f(x) = 6x® - 73x% + 79x - 22.

Antwort zur Kontrolle: 11, 1/2, 2/3.
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2 RATIONALE FUNKTIONEN

Eine Funktion h(x)= px) , bei der p(x) und g(x) Polynome sind, heisst rationale Funktion.
(x)

qlx

2

x -4

Hier zwei Beispiele dazu: Beispiel 1) f(x)=
x

2x%+1

, Beispiel 2) g(x)=
2 x+1

2.1 Polstellen und aufhebbare Definitionsliicken

In den Nullstellen des Nenners g(x) ist h(x) nicht definiert; diese Stellen heissen Definitions-
liicken von Ah(x). Bsp.: f(x) hat die Definitionslicke x = 2 und g(x) die Definitionslicke x = -1.

Falls eine Nullstelle x, des Nenners g(x) keine Nullstelle des Zihlers p(x) ist, so heisst x, eine
Polstelle von A(x). Bsp.: g(x) hat die Polstelle x = -1.

Falls x, aber eine Nullstelle von g(x) und von p(x) ist, so kann man beide Funktionen durch

(x-x,) dividieren. Man erhilt dann eine neue Funktion A (x)= &x), die fur alle x=x, gleich

q,(x)

h(x) ist. Wenn A, in x, definiert ist (d.h. wenn g,(x,)=0 ist), so heisst x, eine (stetig) aufhebba-
re Definitionsliicke von A(x). Bsp.: f(x) hat die stetig authebbare Definitionsliicke x = 2.

Fine rationale Funktion kann auch mehrere Polstellen und aufhebbare Definitionsliicken haben.

Wir betrachten die Graphen von f(x) und g(x):

10

o 2 ] -10
227+ ]
g(z) = !
9(@) rv+1
-15

f(x) hat an der Stelle x=2 eine aufhebbare
Definitionsliicke. Graphisch entsteht an dieser
Stelle ein "Loch" im Graphen. Dieses kleine
Loch, resp. Liicke liesse sich so aufheben:
x*—4
Jx)=q x-2
4 , fiirx=2

=x+2, fiirx=2

g(x) hat an der Stelle x=-1 eine Polstelle. Gra-
fisch entsteht an dieser Stelle eine vertikale
Asymptote. Diese ist gestrichelt eingezeichnet.

Nihern wir uns von rechts an die Polstelle x=-1
streben die Funktionswerte gegen +%, nihern
wir uns hingegen von links, dann streben die
Werte gegen -o. Der Graph wird an dieser
Stelle "auseinandergerissen".
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2.2 Die schiefe Asymptote

Wir wollen uns den Graphen von g(x) noch genauer anschauen. Der Graph scheint sich einer
weiteren Geraden anzuschmiegen. Eine solche Gerade, nennt man eine schiefe 'Asymptote.

10

Pl , 7 -10

-15

Doch wie kommen wir zur Geradengleichung der schiefen Asymptote?

2x%+1

Nun, um das Verhalten von g(x)= fir x — o zu bestimmen, fithren wir eine Poly-

nomdivision mit Rest durch (man beachte die Erginzung von "+ 0x" flir eine bessere Division):

Cx+0x+1):(x+1) = 2x -2 + 3
x+1

—(2x* + 2x)
—2x+1

—(=2x-2)

+3

2x%+1

Die Funktionsgleichung g(x)= lisst sich also auch so angeben: g(x)=2x-2+ 3
X+

. . . . ) 3
Dieser Term setzt sich aus einem linearen Term 2x -2 und einem "Rest-Term" —~  zusammen.
x+1

Lasst man nun x — o bzw. x — - streben, so verschwindet der Rest-Term und der Graph der
Funktion g(x) nihert sich insgesamt der linearen Funktion y =2x-2. Also hat der Graph von

g(x) eine schiefe Asymptote mit der Gleichung y =2x-2.

Merke: Schiefe Asymptoten kénnen entstehen, wenn der Grad der Polynomfunktion im Zihler
um eins hoher als der Grad im Nenner ist.

1 Asymptote [griechisch «nicht zusammenfallend»]: eine Gerade, an die sich eine Kurve «anschmiegt», ohne sie zu be-
rithren
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Zum Schluss wollen wir die Bedeutung des Rest-Terms auch noch grafisch untersuchen.

Wir vergrossern dazu einen Ausschnitt des Graphen von g(x):

3
g(z) = 2x—2+ -

Der Restterm (i) gibt (in Abhingigkeit von x) den Unterschied zwischen den Funktionswer-
x+1

ten von g(x)=(2x-2)+ (il) und den Werten der linearen Funktion y =2x -2 an.
X+

Fir «sehr grosse» x-Werte wird dieser Unterschied verschwindend klein.

Schauen wir uns zum Beispiel die Stelle x = 1000 ganz konkret an. Der Funktionswert an dieser

Stelle setzt sich wie folgt zusammen: g(1000) = (2-1000 -2)+ (1003 ) =1998 +0.002997

+1

"Vertikal betrachtet", betrigt also der Abstand der schiefen Asymptote y = 2x —2 zum Graphen
von g(x), an der Stelle x = 1000, nur noch 0.002997.

Die Kurve schmiegt sich also immer besser der schiefen Asymptote an.

Bei der Untersuchung von vertikalen und schiefen Asymptoten haben wir, ganz intuitiv, Grenz-
wertbetrachtungen vollzogen. Im nichsten Kapitel wollen wir den Begriff des Grenzwertes ge-
nauer studieren und eine exakte mathematische Definition dafiir angeben.

- Ubungen Mij, Block 1
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3 GRENZWERTE
3.1 Folgen

Definition

Unter einer Folge reeller Zahlen versteht man eine Funktion a(n), die jeder natirlichen Zahl n

cine Zahl a, =a(n) € IR zuordnet. Man schreibt hierfiir (a, )n o oder (a;,a,,a, ...). Dic reelle

Zahl a, heisst n-tes Folgeglied der Folge.

In der Mathematik ist eine Indexierung ab 0 ebenfalls gebriuchlich: (a,) odet (ay,a,,a, ...).

€N,
Besonders tbersichtlich sind Folgen fur die es ein explizites Bildungsgesetz gibt, d.h. eine Zuord-
nungsvorschrift durch einen Term.

Beispiele:
D a, = l; (1, l, l, l, ...), sog. Folge der Stammbriiche.
n .2 3 4
I

2) a,=(-D": (-1,1, -1, 1,...), sog. alternierende Folge. (Das Vorzeichen alterniert.)

1 3
Nag =1 (2 2
) a, n+l (2 3 4

n

1 1 1 1 . a .
Ha ==\ : (=, —, =, —,...), sog. geometrische Folge. (=L = konst., fur alle n € IN.
) a, (2) (3 g 1g 088 g(a )

n

3.2 Konvergente Folgen und der Grenzwert

Definition

Ein Grenzwert einer Zahlenfolge (a,,a,,a; ...) ist eine Zahl a mit der Eigenschaft, dass der Ab-
stand |an -a | beliebig klein gemacht werden kann, wenn n hinreichend gross gewihlt wird.

Genauer meint man damit folgendes: Fur jede (noch so kleine) Zahl ¢ > 0 existiert eine natiirliche
Zahl n,, so dass fiir alle Zahlen n > n, die Ungleichung | a,-a |< ¢ gilt. Gibt es eine solche Zahl

a, dann wird die Folge konvergent genannt und wir schreiben [im a,=a (lies: «Limes von a, fiir

n—

n gegen unendlich gleich a»), andernfalls nennt man die Folge divergent.

Warum eine solch formale und komplizierte Definition? Man kénnte doch einen Grenzwert viel
einfacher definieren... Nun, die Mathematik ist aufgebaut aus exakten Definitionen und daraus ab-
geleiteten Schlussfolgerungen. Wenn an der Basis, an den Definitionen «gepfuscht» wird, stdsst

man haufig bei Schlussfolgerungen auf Probleme; ausserdem wirde eine nicht exakte Definition
von verschiedenen Leuten verschieden aufgefasst werden. Man miisste dann erst dariiber streiten,
wie dieses oder jenes denn aufzufassen sei!

Bet solch formalen und abstrakten Definitionen ist, fiir das bessere Verstindnis, auf jeden Falls das
Studium eines einfachen und illustrativen Beispiels ratsam. Ein solches folgt weiter unten.
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Zudem lohnt es sich, einzelne Passagen genau zu studieren und zu durchleuchten; denn in den
einzelnen Festlegungen steckt meistens mehr drin, als das, was beim ersten Lesen wahrgenommen
wird:

«... ist eine Zahl ¢ ...», oder weiter unten im Text, «... Gibt es eine solche Zahl g ...».

Das bedeutet, dass es hochstens eine Zahl a geben darf, der sich die Folge annahert. Betrachtet
man zum Beispiel die alternierende Folge (-1; 1; -1; 1; ..), so gibt es zwei Zahlen, -1 und 1, die
immer wieder auftauchen. Wire die Zahl 1 der Grenzwert, so musste sich die Folge der 1 anni-
hern. Es taucht aber immer wieder die -1 als Folgenglied auf, die von der 1 deutlich verschieden ist.
Deshalb hat diese Folge keinen Grenzwert. (Man spricht in diesem Fall davon, dass die -1 und die 1
Haufungspunkte der Folge sind.)

«... existiert eine natiirliche Zahl 7, , so dass fiir alle Zahlen 5 > n_ ...».

Es interessiert nur was «am Ende der Folge» (das es natiirlich nicht gibt, weil sie unendlich lang ist)
passiert. Betrachten wir als Beispiel Folgen, die zunichst nur aus 1, dann nur aus 0 bestehen:

(1; 0; 0; 0; 0; 05 O; ...)

(1; 1; 0; 0; 0; 0; O; O; ...)

a 11,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 1,1, 1, 15, 1, 1, 15 1, 1; 1, 0; O; O; O; O; O; 05 ...)

Selbst wenn zunichst eine Trilliarde Einsen kommen: All diese Folgen haben den Grenzwert 0, da
wir immer ein n, finden, ab dem die Folgenglieder alle identisch mit 0 sind! Hauptsache, man fin-

det ein passendes n, , egal, wie gross es ist. Man kann dafiir auch sagen: «... existiert eine natiirliche

Zahl n,_, so dass fiir alle Zahlen n>n, ..».

Nun aber zum einfachen, illustrativen Beispiel:

Wir betrachten die Folge |a, = 1 +1= L+n s (2 2; i;
n n 2 3

6

A

Setzt man grosse Werte fiir n ein, so ldsst sich lima, =1 vermuten. (zum Beispiel gilt g, =1.001)

n—sow

Wir tberpriifen jetzt das ganz formal: Sei &> 0 eine beliebig kleine, positive Zahl.

(e

Die Betragsstriche kénnen weggelassen werden da der Term im Betrag stets positiv bleibt (egal
welche nattirliche Zahl fiir n eingesetzt wird.)

<& <=

n

Wir formen | a,—a | < & dquivalent um: <e.

oo 1 . . S 1 . .
Somit gilt: —<¢. Wir formen weiter um, bis n isoliert ist: n>—. Zu jedem noch so kleinem &> 0
n £

finden wir nun, dank der Beziehung n > —, stets ein passendes n,, so dass simtliche Folgenglieder
£
a, ab diesem n,, vom Grenzwert a =1 weniger als £>0 entfernt sind.

Sei etwa konkret £ =0.01. Wir kénnen jetzt einfach in n > l einsetzen und erhalten 7 >100. Das
£

101-te und alle folgenden Glieder der Folge unterscheiden sich also um weniger als 0.01 von a=1.
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Auf diese Weise findet man zu jeder Wahl von ¢ >0 ein passendes n, (nimlich n, > l), so dass fur
£

alle Zahlen n > n, die gewtnschte Bedingung | a,—a | < ¢ erfullt ist.

Das Ergebnis lautet somit: Die Folge konvergiert gegen den Grenzwert a =1.

Diese Grenzwertbetrachtung wollen wir nun auch noch grafisch illustrieren:

Wir wihlen dazu ein beliebiges, offenes Intervall I, = (a+¢ ; a—¢) mit dem Grenzwert a=1 als

Mittelpunkt und einer Gesamtbreite von 2e.

Wenn wir etwa ein konkretes € =0.4 vorgeben (siche Abbildung), dann liegen die ersten 2 Folgen-
glieder ausserhalb des Intervalls I, , wihrend die Folgenglieder a,, a,, ... (d.h. alle restlichen Glie-

der) innerhalb des Intervalls I, liegen. Anders formuliert: Ab dem Index n=3 befindet sich die
Folge im "Epsilon-Schlauch" (a+¢; a-¢).

1 .
a, = — + 1, mit einem “ec — Schlauch” der Breite 0.8 um den Grenwert a =1
n

lay —a| > ¢
2
lag — a] > ¢
a+te ?
— L °
1._0’___1____| _______ J _______ I _______ L ______ J _____________________
las—a|<e |as—a|<e |as—a|<e ete
a—¢
n
0 1 2 3 4 5 6 7

Wir verkleinern das Intervall I, und wiahlen £=0.01. Nun liegen die ersten 100 Glieder der Folge
ausserhalb und die restlichen Folgenglieder a,,,, a,y,, ... innerhalb des Intervalls /,. Dies wird in
der Abbildung auf der nichsten Seite illustriert.

Auch bei einem kleineren £>0 gibt es einen Mindestindex 7, , nach dem die Folge vollstindig im

"Epsilon-Schlauch" verlduft.

Das heisst: Egal welches ¢ >0 wir vorgeben, nur endlich viele Folgenglieder liegen ausserhalb des
Epsilon-Schlauchs. Die restlichen (und somit unendlich viele) liegen innerhalb des Schlauchs.



Luca Turi / Vorkurs Mathematik fiir Natur- und Sozialwissenschaften 2020 / UZH / Mittwoch -12-

2.2

2.1

VARS 1

a,=—+4+1, e =0.01
1.9 n
1.8
1.7
1.6
15| e

1.4

1.3

a1 —al<e

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105

Fir die Beispiele 1) bis 4), am Anfang dieses Kapitels, wollen wir nun ebenfalls Grenzwertbe-
trachtungen durchfihren:

, l, l, ... ) gilt lima, =0 . Denn fiir ein beliebiges & > 0 gilt:

. 1 1
1) Fur die Folge ¢ =—:(1, —
@ &° G n ( 2 3 4 n

1 <g, falls n> l Ist etwa £=0.001, so muss n>1'000 gefordert werden.
n I3

~-0
n

|
(2) Die Folge a, =(-1)" ist divergent (da sie, wie schon oben erldutert, keinen eindeutigen Grenz-

wert besitzt). Sie hat aber zwei sog. Haufungspunkte: -1 und +1.

®3) a, = " 1 hat den Grenzwert 1. Durch folgende Umformung und Anwendung von Bsp. (1)
n+

n 1

wird dies sofort klar: 4 = I —
" n+l 1+(1/n)

(Es wurde mit n gekiirzt).

(4) Fur die Folge a, = (;) gilt lim a,=0. Denn fir ein beliebiges ¢ > 0 gilt:

n—

(l) -0 = (l) = i <g, falls 2" > l Dies lisst sich noch umformen zu: 5> log(l/g)'
2 2 2" £ log?2
Istetwa ¢ = _ ,so muss 2" >1'000'000 gefordert werden, dies ist fir n =20 erfillt.

1'000'000
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3.2.1 Grenzwertsitze fiir Folgen

Die Folge a, und die Folge b, seien konvergent. Dann gilt:

* lim(a,+b,)=lim(a,)+lim(b,)

n—o n—w n—x

* lim(a,-b,)=lim(a,)-lim(b,)

n—0 n— n—>m

* lim(a,-b,)=lim(a,)-lim(b,)

n—o n—o n—o

L] M an hj};}(a") : 3
lim| = [=2 , sofern llm(bn)#O ist.
b lim(b ) n—o

Beispiele dazu:

1) 1im(l+i2)=mn(l)+nm(i2)=0+0=(_)
n—=x\n n n—o\n n—=x\ pn -

2 2
2) hm(M)_hm(M):hm ~n n’|_2 (Kiirzen mit n’ beim 3. Schritt)

3(n=1> ) »=\3n>—6n+3

n—o| pn o0

2
® Vermeiden Sie bitte Fehler der folgenden Art: hm(n_) X 1 °°l

% ist ein unbestimmter Ausdruck und dieser lisst sich nicht einfach kiirzen!
(0.}

2
Hier sollte man so vorgehen: hm(n_) = 1ﬁn(ﬁ) = llm(n) =00.

n—o| pn n—sow 1 n—o

Kurz gesagt: Formen Sie den Term um, bis der Grenzwert "bestimmbar' wird!

: . : 1Y’
3) Ein ganz besonderer Grenzwert: Wir betrachten die Folge a, = (1 + —) . Welchen Grenzwert
n

vermuten Sie und welche Gedanken stecken hinter ihrer Vermutung?

Nun, sehr oft, wird bei der obigen Aufgabe der Grenzwert a =1 vermutet, mit der folgenden Be-
grindung: "Fur grosse n wird der Wert in der Klammer nahezu 1. Das anschliessende Potenzieren
wirkt sich nicht weiter aus, denn es gilt bekanntlich 1% = 1, fiir alle n € IN." Doch diese Antwort ist
falsch! Der Grenzwert lautet nicht 1. So kann man also nicht argumentieren. Nehmen Sie kritisch
Stellung zur obigen Begrindung! (Hinweis: Studieren Sie nochmals die obenstehenden Grenz-
wertsitze fur Folgen!) Die Auflosung des Ritsels, also die Angabe des korrekten Grenzwertes, folgt
gleich, weiter unten.
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3.2.2 Grenzwert einer Funktion

Den Grenzwertbegriff fir eine Funktion kann man auf den Grenzwertbegriff fiir Folgen zuriick-
fihren. Auf eine formale Definition verzichten wir hier. Es soll jedoch eine «anschauliche» Be-
schreibung gegeben werden:

lim f(x) = ¢ bedeutet, dass der Funktionswert f(x) beliebig nahe bei ¢ liegt, falls x hinreichend

X=X,

nahe bei x, gewahlt wird.

Beispiele:

1. Wir betrachten die Funktion f(x)= . Gesuchtist: lim

x—0

Jx+2-2 (\/x+2—\/§)'

Einfach 0 fiir x einzusetzen, bringt uns nicht weiter. Wir missen umformen und zwar
durch Erweiterung des Bruchterms mit Hilfe der dritten binomischen Formel:

73E (B (e el) s

B 1

X X'(\/x+2+\/§) _x~(\/x+2+\/5) x-(ﬁ+\/§)=\/x+2+\/§

. A
Jetzt lasst sich der Grenzwert ablesen: y

1 1 S~ 05

x—0

X

Hm(m_ﬁ)

= lim = =~ 0.354 Vo1
ﬁo(\/x+2 +\/E) 242

\ oS

2 15 -1 050 0,5

2. Wir betrachten die Funktion f(x)= sin(l). Gesuchtist: lim sin(l).
X

x—0 X

Dieser Grenzwert existiert nicht. Wie aus dem Graphen ersichtlich ist, oszillieren die
Funktionswerte sehr stark, falls die Argumente x nahe bei null liegen.

-

x—0 x—®
von rechts

x—>0
von links

1 1
3. f(x)=2*. Esgit: | lim (2)‘]=O

1 1
lim (2x]=+oo und 1im(2x)=1.

Diese Grenzwerte lassen sich nicht nur aus dem Graphen ablesen, sondern auch durch ge-
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schickte Uberlegungen herleiten! Versuchen Sie's!

!
A
\

IS,

3.2.3 Die eulersche Zahl e

Der Schweizer Mathematiker 'Teonhard Euler hat im 18. Jahrhundert eine Zahl in die Mathematik
eingefiihrt, die mit «e» bezeichnet wird und seither nicht mehr wegzudenken ist. Wie 7z ist sie eine
irrationale Zahl, und ihre Dezimaldarstellung beginnt folgendermassen:

Eulersche Zahl: e = 2.718281828459045235360287471352066...

n

Die Zahl e ist folgendermassen definiert: |e= lim(l + l)

n—o n

Der Grenzwert lisst sich nicht so einfach wie bei den obigen Beispielen durch Umformen erken-
nen (fir Potenzen gibt es keinen passenden Grenzwertsatz). Wir sind auf die numerische Unter-
stutzung des TR angewiesen:

n (1 + 1)
n
1 2.00000
10 2.59374
1'000 2.71692
1'000'000 2.71828
usw. usw.

Um die Konvergenz der Folge a, = (1 + —) formal nachzuweisen, misste man folgendes zeigen:
n

(1) Die Folge ist monoton wachsend ~ und  (2) Die Folge ist nach oben beschrinkt.

Der Nachweis dieser 2 Fakten, wiirde einerseits den zeitlichen Rahmen sprengen und andererseits
noch weiteres Vorwissen voraussetzen. Wir verzichten deshalb darauf.

Allerdings soll zur Illustration die Zahl e graphisch durch zwei Folgen eingeschachtelt werden.

n n+l
Es gilt: (1+l) < (1+l) ; n€ IN
n n

! Leonhard Euler (* 15. April 1707 in Basel; T 18. September 1783 in St. Petersburg)



Luca Turi / Vorkurs Mathematik fiir Natur- und Sozialwissenschaften 2020 / UZH / Mittwoch -16 -

n 1 2 3 4 5 10 100
a, =(1+l) 2 2.25 2.37 2.44 2.49 2.59 2.70
n
1 n+l
b, =(1+—) 4 3.38 3.16 3.05 2.98 2.85 2.73
n
n+1
ASaES e (141)
n
e
1 ‘V_ Bl i ———
3 e=2.718... i - *—-- -9 P P S .o
11" —en ===+ o ——— e Q- — = —:—- @ — -
R T
2 [ &

3.2.3.1 Zusammenhang zu den Logarithmen:

® Logarithmen zur Basis ¢ = 2.718281... bezeichnet man als natiirliche Logarithmen.
Statt log, @ schreibt man Ina.

Da der natiirliche Logarithmus «n» in der Mathematik und Technik eine grosse Rolle spielt, ist
heutzutage auf den meisten Taschenrechnern eine [LN| - Taste vorhanden.

Ein Beispiel dazu: 100 = 4.6052 < ¢*** =100.

Bemerkung

Da die Rechenregeln fur Logarithmen fur beliebige Basen gelten, kann man eine Exponentialglei-
chung anstatt mit dem Zehnerlogarithmus auch mit Hilfe des natiirlichen Logarithmus l6sen.

Beispiel: 5° =7.
Wir bilden auf beiden Seiten den natiirlichen Logarithmus «n», und wenden die Rechenregel (3) fiir

Logarithmen an: 5" =7=x-In5=1In7

Die Losung lautet somit: x = In7 =1.2091.

= InS —

- Ubungen Mi, Block 2
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4 DIFFERENTIALRECHNUNG
4.1 Einfihrung

Betrachten Sie auf einem Hiugel einen Weg, dessen Seitenansicht durch den Graphen der Funkti-
on
g(x)=2x, x € [0; 2]

gegeben ist; zeichnen Sie diesen Graphen. Was ist der Anstieg dieses Weges? Das heisst: Wenn
man sich dem Graphen entlang bewegt, und dabei 1 (oder %) (sagen wir Meter) in waagrechte
Richtung zurticklegt, wie viel (Meter) legt man dann in senkrechte Richtung zuriick? In diesem
Beispiel ist es klar, dass die Antwort 2 (bzw. 2h) ist.

Betrachten Sie nun aber den Weg, gegeben durch

f(x)=1-(x-1)°, x€[0; 2]

und zeichnen Sie diesen Graphen. 7

A f(x)

0,5

A B

Was soll nun der Anstieg sein? Oder: wie steil ist dieser Weg? Es ist IThnen wohl klar, dass diese
Frage, so formuliert, keinen Sinn macht: Ganz unten ist der Weg steiler als ganz oben. Also mus-
sen wir den Punkt auf dem Weg spezifizieren, in dem wir den Anstieg bestimmen mochten:

Was ist der Anstieg des Weges im Punkt (x, f{x)), fiir ein bestimmtes x € [0; 2]?

Betrachten Sie zum Beispiel den Punkt (% | %) Um dort den Anstieg zu bestimmen, scheint es

verninftig, eine Tangente an den Graphen von f in diesem Punkt zu zeichnen, und den Anstieg
dieser Tangente zu bestimmen. Mit einem Lineal ldsst sich das einfach ausfithren, und wenn wir
genau gezeichnet haben, messen wir als Anstieg der Tangente: 1.

Die intuitive Definition des Anstieges einer Funktion an einer Stelle ist also:

Der Anstieg einer Funktion f: D — IR, an der Stelle x, € D ist der Anstieg der Tangente an den
Graphen von f im Punkt (x,, f(x,))-
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Wie berechnet man nun diesen Anstieg, ohne sich auf Messwerte zu verlassen? Fir diesen
Zweck haben sich verschiedene beriihmte Personen aus der Mathematik den folgenden Grenz-
wertprozess ausgedacht: Statt der noch nicht richtig definierten Tangente betrachtet man folgen-
de Geraden: Fiir jedes £, die Gerade durch die Punkte (x,, f(x,)) und (x, + A, f{x, + h)), welche

beide auf dem Graphen von f liegen. (Zeichnen Sie 4 ).

A f(X)

- N

yXx

Diese Geraden nennt man Sekanten an den Graphen von f. Der Anstieg einer solchen Sekante
ist gleich
S (o +h) = f(x) _ S (x +h)_f(x0)'
(x, +h)—x, h

Dieser Quotient heisst Differenzenquotient. Die Tangente im Punkt (x,, f{x,)) erhilt man aus

den Sekanten, indem man 4 ‘immer kleiner’ macht, oder genauer, durch den Grenziibergang
h— 0. Der Anstieg, der auf diese Weise erhaltenen Gerade ist gleich

limf(xo +h2_f(x())

und dieser Ausdruck heisst Differentialquotient. Achtung: Dieser Grenzwert lisst sich nicht
berechnen, indem man einfach oben und unten 4 =0 setzt, da sonst oben und unten Null steht!
Also muss man bei der Berechnung eines solchen Differentialquotienten vorsichtiger vorgehen,
wie wir in verschiedenen Beispielen sehen werden. Wir definieren nun:

4.2 Die Ableitung
Definition (Ableitung an der Stelle x,)

Sei f: D — IR eine reelle Funktion und sei x, € D. Dann heisst f differenzierbar in x,, falls der

Differentialquotient

limf(xo +h2_f(x0)

existiert.

In diesem Fall wird dieser Quotient mit f'(x,) oder auch mit %(xo) bezeichnet, und heisst Ab-

leitung von f an der Stelle x,,.
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Beispiel:
Kehren wir zuriick zur Funktion f(x)=1-(x-1)°, x € [0; 2] und betrachten wir wieder die
Stelle x, =1/2. An dieser Stelle ist der Differenzenquotient von f gleich

R I S I N I (T S AT

h h h h h

Nun teilen wir oben unten durch %, was wir machen durfen, da wir ja fiir 4 nie null einsetzen.

h-h* 1-

h 1

Der Differentialquotient ist nun gleich  [im ﬂ =1 ..Wie wir schon geahnt hatten!
h—0 ]

Bemerkung
Im Differenzenquotienten sollen nur solche Werte von h eingesetzt werden, fiir welche x, + 4 im

Definitionsbereich D liegen, und entsprechend durchliuft das 4 bei der Berechnung des Grenz-
wertes alle solche erlaubte Werte.

Im Normalfall enthilt D ein offenes Intervall um x,; es sind also sowohl positive als auch nega-

tive Werte von h im Differenzenquotienten erlaubt. Es kann aber auch vorkommen, dass zum
Beispiel D = [x,; b) ist. In diesem Fall beschrinkt man sich bei der Grenzwertbildung

lim f(x”h}Z‘f(xo) auf h>0.

h—0
von rechts

Man «nihert sich also dem Grenzwert von rechts». Deshalb spricht man bei einem solchen Diffe-
rentialquotienten von der Rechtsableitung an der Stelle x,. Analog definiert man die Linksab-

leitung. (Als Beispiel betrachte man die obige Funktion f(x) =1-(x-1)*, x, € D in den Grenz-

punkten des Intervalls: x, =0 und x, =2.)

Wenn D doch ein offenes Intervall um x, enthilt, so gilt:

fist an der Stelle x, differenzierbar < die Linksableitung als auch die Rechtsableitung existieren,
und die beiden Ableitungen sind gleich.

Definition (Ableitung einer Funktion)

Ist die Funktion f an allen Stellen ihres Definitionsbereichs differenzierbar, so nennt man die
Funktion f differenzierbar.

Die reelle Funktion x> f'(x)wird dann mit f' oder auch mit Z’l bezeichnet, und heisst Ablei-
x

tung von f.
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Beispiel 1: &
Bestimmen Sie mit Hilfe des Differentialquotienten die Ableitung der Funktion f:y=x>.

Beispiel 2: Die Betragsfunktion f(x)= x| ist an der Stelle x =0 (und nur dort) nicht differenzier-

bar. Die Rechtsableitung betrigt +1 die Linksableitung betrigt -1. (Keine eindeutige Tangen-
tensteigung)

Bemerkung: Allgemein kann man (salopp ausgedriickt) sagen: Uberall dort wo der Graph von f(x)
«Ecken» hat, ist f(x) nicht differenzierbar. Da solche Probleme bei Graphen von Polynomfunk-
tionen nicht auftreten (weder Ecken noch Definitionslicken) sind diese tiberall differenzierbar.

4.2.1 Rechenregeln

Damit wir nicht immer einen Grenzwert ausrechnen miissen, nennen wir einige Regeln, mit deren
Hilfe man die Ableitung einer komplizierteren Funktion ausrechnen kann. Diese Regeln kénnen
mit Hilfe des Differentialquotienten hergeleitet werden. Im Anhang finden Sie die Beweise dazu.

Satz
Seien f, g, u, v und h reelle Funktionen. Weiter seien f, g, u und v an der Stelle x, differen-

zierbar und h an der Stelle f(x,) differenzierbar. Dann gilt:

1. [ f(x)]'=c" f'(x,) fiiralle Konstanten c € IR (Konstantenregel)

2. [u(xy)+v(x,)]' = u'(x,) + v'(x,) (Summenregel)

3.0 [u(xy) v(xg)] = u'(xy) v(x,) + u(x,) v'(x,) (Produktregel)

4. Wenn v(x,)=0 ist, so gilt (u(xo)) = (X)) v(xy) — ulxy) v'(xy) (Quotientenregel)
V(XO) V(Xo)z

5 [h(f(x,)]' = R'Lf(x)] - f'(x,) (Kettenregel: «dussere Ableitung mal innere Ableitungy)
%/_/

—_—
dussere Abl. innere Abl.

Bemerkung (Beweis als Ubung)
Eine weitere Regel (in der Literatur auch als Potenzregel bezeichnet) lautet folgendermassen:

Die Ableitung einer Potenzfunktion f(x)=x",(n € IN) lautet f'(x)=n-x""

Man kann zeigen (siche weiter unten), dass diese Regel auch fiir reelle Exponenten giiltig ist.
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Beispiele: Zu bestimmen ist jeweils die Ableitung der gegebenen Funktion:

1.

f(x)=c,c€EIR = f'(x)=0.

Die Ableitung einer konstanten Funktion ist null! Das sieht man entweder mit Hilfe des
fim LGt W=SC0) _e=¢ i Y _ jimo < o,

h—0 h =0 h =0 j h—0

oder aus der Tatsache, dass die Steigung einer konstanten Funktion iiberall gleich null ist
und somit f'(x) =0 gelten muss.

Differentialquotienten:

() =(x"+2)°

Die Potenz als Summe auszuschreiben und dann die Summanden einzeln abzuleiten, wire
hier ein méglicher Weg, aber zu aufwendig! Effizienter geht es mit der Kettenregel:

3. f(x)=2xV1-x’

Die Ableitung erfolgt hier mit Hilfe einer Kombination «Produktregel — Kettenregel»:

f(x)=g§-\/1—x2 - f=2 - VI-x* + 2x - (V1-x)'

u(x) v(x) u'(x) v(x) u(x) vi(x)

Nun miissen wir noch v'(x) mit Hilfe der Kettenregel bestimmen:

- . 2x? 2-4x*
v'(x)=(\/1—x2)'=;- (-2x) = X . Somit: fl(x)=241-x% - al == x2
Wi-x* o J1-22 Ji—x? Jl-x
diussere Abl.
5x% —x
OEE

Eine erste Moglichkeit wire hier die Quotientenregel anzuwenden:

&

Eine zweite Moglichkeit ergibt sich durch Umformung des Funktionsterms:
3 . 1 5x*+1
f@ = s Loseoxt = ) =5- (DT =5 =T
x x x X

- Ubungen Mij, Block 3
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4.2.2 Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

Wir méchten die Ableitung der Funktion f(x) = e* ermitteln.

Wir bilden zuerst den Differenzenquotienten ACT hh) ~ /() und formen ihn um:

h h h h
el _ g0 e e —e" e®-(e"-1) . e =1

= = 0

h h h h

Nun betrachten wir den Differentialquotienten:

h h

. e - A .
f'(x,) = lime™ - = lime®- lim = lime® = "
h—0 h—0 h—0 h h—0
—

h
(Wie schon in den Ubungen gesehen, gilt: |lim ¢ h_l
70

=1|.) Somit haben wir folgendes erhalten:

f)=e" = fllx)=e

Aus dieser Erkenntnis, aus der Tatsache dass ist und mit Hilfe der Kettenregel ldsst sich
nun auch die Ableitung der Exponentialfunktion f(x)=a", a>0 ermitteln (nicht zu verwech-

seln mit der Potenzfunktion f(x)=x"):

@) = (")) = ") = ™ - In@) = (" In(a) = a*In(a) = In(a)-a".
—— ——

a dussere Abl.  jppere Abl. a

Auf dhnliche Weise ldsst sich die Ableitung der Logarithmusfunktion aus der Identitit ae™ = x
durch Ableiten auf beiden Seiten und durch Umformungen ermitteln (Beweis als Ubnung) :

1
In(a)-x

k(x)=log,(x) = Kk'(x)=

Wir fassen unsere Resultate zusammen:

Satz

Ist @ > 0und & die Funktion IR — IR, x+> a*, soist A Gberall differenzierbar, mit der Ableitung
K (x)=In(a)-a*. Istinsbesondere a =e,sogilt A'(x)=h(x)=e". Also: (e*) = e".

Umgekehrt ist die Funktion £k ‘R" - IR x> log,(x) differenzierbar mit der Ableitung

1 Ist insbesondere a = e, so gilt k'(x) = l Also: (Inx)' = l
In(a)-x X X

k' (x) =
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4.2.3 Trigonometrische Funktionen

Schliesslich geben wir (ohne mathematischen Beweis) noch die Ableitungsregeln fiir Sinus und
Cosinus an: sowohl x - sin(x) als auch x + cos(x) sind differenzierbar auf IR, und ihre Ableitun-

gen sind:
sin'(x) = cos(x) und cos'(x) = —sin(x).

Zur Illustration bestimmen wir die Ableitung von y = sin(x) «grafisch»: &

4.2.4 Bestimmung des Scheitelpunkts einer Parabel: Eine Anwendung

Wir erinnern uns an das gestrige Resultat:

® Der Graph der quadratischen Funktion f: y = ax” + bx + ¢ ist die nach oben (a > 0) bzw. nach
unten (a < 0) gedffnete, zu y = ax” deckungsgleiche Parabel mit dem Scheitel (u | v); wobei die

Scheitelkoordinaten (u | v) aus den Koeffizienten a, b und ¢ zu berechnen sind:

_ b _ b’ -4dac

u— —— V— —

2a 4a

Mit Hilfe der Differentialrechnung wollen wir das nun beweisen:

1 Sei f(x)=ax’ +bx +c, (a = 0) cine quadratische Funktion.

Der Graph ist, wie wir wissen, eine Parabel. Die Steigung im Scheitelpunkt
der Parabel muss null betragen, da wir dort eine horizontale Tangente ha-
ben. Somit suchen wir nach der Stelle x mit f'(x) = 0.

Es ist also die folgende Gleichung nach x aufzulésen: f'(x)=2ax+b=0.

x  Die Losung lautet: x = ;—b und wir haben die x-Koordinatenformel des
" a
Scheitelpunkts hergeleitet. Wollen wir auch noch die y-Koordinatenformel
herleiten, brauchen wir nur noch f (;—b) zu rechnen:
a
-b -b\ . (=b b' b b -2b’+dac -b’+dac b’ -dac
fl=—|=a|—| +b'| —|+c=a—5-—+c= = =-
2a 2a 2a 4a” 2a 4a 4a 4a
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4.2.5 Die Ableitung von f(x) = x* fiir reelle Exponenten r

Fur die Ableitung einer Potenzfunktion f(x) = x" mit einem natiirlichen Exponenten n € IN ha-
ben wir weiter oben die folgende Ableitungsregel eingefithrt und in den Ubungen bewiesen:

f@=x" = f)=na
Wir wollen nun zeigen, dass diese Regel ganz analog auch fiir reelle Exponenten gilt:

Satz

Die Ableitung von f(x) =x", (mitr € IR) lautet f'(x)=r-x""

Beweis:
Sei r € IR. Der Funktionsterm f(x) = x” kann als Potenzterm zur Basis e umgeformt werden:

f(X) — xr - (eln(x) )r - er~ln(x)
H/_J

X

Nun leiten wir ab. Wir benutzen dabei die Kettenregel und die Tatsache, dass (In x)'= 1 gilt:
X

) 1
' = rin) . L T T £
f'(x) e 7+[In(x)] e r x rex rex

aussere Ableitung innere Ableitung

Somit gilt:  f'(x)=r-x"". ged.

- Ubungen Mij, Block 4
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5 ANHANG
5.1 Beweise der Ableitungsregeln

5.1.1 Die Konstantenregel

‘ f(x)=c-gx)— f'(x)=c- ¢ (x)| «Der konstante Faktor bleibt unverandert als Faktor erhalten.»

Beispiel: f(x)=7-x" = f"(x)=7-(3-x")=21-x"

Fioytlim LEED=S@ g gt mergll oy 80HDZ800 iy
h=0 h h=0 h h—0 h

5.1.2 Die Summenregel

‘ f(x)=u(x)+v(x)—= f'(x)=u'(x)+V' (x)‘ «Eine Summe wird summandenweise abgeleitet.»

Beispicl: f(x)=x"+x— f'(x)=4-x" +1

fx) = lim (XM= [u(x+h)+v(x+h)]-[u(x)+Vv(x)]
h—0 h h—0 h
- lim u(x+h)-u(x)+v(x+h)-v(x)
h—0 h
= lim w + w - U'(X) + VI(X)
h—0 h h

5.1.3 Die Produkteregel
f() = u() v(x) = f(x) = w'(x) v(x) + ux) v'(x)

Beispiel: f(x) = x’-sin(x) = f'(x) = 2x-sin(x) + x*-cos(x)



Luca Turi / Vorkurs Mathematik fiir Natur- und Sozialwissenschaften 2020 / UZH / Mittwoch -26 -

Herleitung:
! Diff.quotient . _ .
(u(x) . v(x)) a lhl_r)r(} u(x+h) v(x +hh) u(x)-v(x)
Trick: N
Quddern M) v+ h) — (x4 ) v(x) +u(x+ ) v(x) - u(x) v(x)
B 70 h
Aufteilen in 2
Summanden lim u(x+h) vix+h)—u(x+h) v(x) N u(x+h) - v(x)—u(x) v(x)
B 70 h h
Limes einzeln _ _
- lim (u(x vhy - YEED-VE) v(x)) +  lim (v(x) . uxH ) -ux) “(X))
itk 0 h = h

Nochmals
Limes einzeln

= ]hl_l‘)l(} (u(x+h)) . 1;_{{)1 M + 1}22 (v(x)) . lhl_r)rol u(x+h2—u(x)

Ausrechnen

= u(x) . v'(x) + v(x) . u'(x)

Umstellen

= u'(x) . v(x) + u(x) . v'(x)

Natirlich gilt die Produkteregel auch fiir mehrere Faktoren:

[f () = ) v(@) wx) = f(x) = 1'(0) v(x) wx) + u(x0)v'(x) wx) + u(x) vx) w'(x)|

Herleitung:
F(x)=[u(x) v(x)]- w(x)

£ =[u) v@)] - wx) + [ut) v@] - w'o)
=[u'(x)-v(x)+u(x)-v'(x)]-w(x) + [u(x)-v(x)]-w‘(x)

=u'(x) v(x) w(x) + u(x) - v'(x) wx) + u(x) v(x) w'(x)
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5.1.4 Die Quotientenregel

_u(x) oy 1) V) —u(x) V()
fx)= ) = f'(x) T

Beispicl: _ x° g _ 2x-(2x+3)-x*-2 _ 2x° +6x

cpict S () 2x+3 A (2x+3)° (2x+3)°

Herleitung:

f(x)=£x§ o ux) =) f(x)

v(Xx

Wir leiten nun beide Seiten der Gleichung ab und wenden dabei auf der rechten Seite die Produkte-
regel an:

u'(x) = v'(x) f()+v(x) f'(x)

Dann 16sen wir nach f'(x) auf:

u'(x)-v'(x)- f(x)

f'(x) = )
Auf der rechten Seite ersetzen wir f(x) mit u(x) :
v(x)
u'(x)-v'(x): u(x)
f1x) = ey
v(x)

Schliesslich vereinfachen wir den Bruchterm auf der rechten Seite:

oy o W) () v(x) = v'(x) - u(x)
fr(x) _ u (X) 1% (X) V(X) _ V(X) _ u'(x)'V(X)—u(x)-v'(x)
v(x) v(x) v (x)

5.1.5 Die Kettenregel
fx) = u(v(x)) = f'x) = u'(x) - viix)
—_— —

dussere Abl. innere Abl.

Die verschachtelte Funktion u(v(x)) wird also folgendermassen abgeleitet:

Man leitet die dussere Funktion ab, wie wenn die innere Funktion die Variable wire, dann multipli-
ziert man mit der Ableitung der inneren Funktion.
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u(v)
Beispicl: f(x) = sin(x) = f(x) = cos(x’) - 32

dussere Abl. innere Abl.

Herleitung:
f'(x) = lim

flx+ h}z - f(x) _ lim u(v(x + h)}z —u(v(x))

Es sei ‘K =v(x+h)-v(x)| dann ldsst sich der obige Term auch schreiben als:

v(x+h) =1
£(x) = lim u(v(x)+K)-u(v(x)) [v(x +h)- v(x)}
h=0 h K

Wir dndern die Reithenfolge der Nenner und erhalten:

m u(v(x)+K))-u(v(x))  v(x+h)-v(x)
h=0 K h

I
—
=

f'x) =

_ Lm u(v(x)+K))-u(v(x)) lim v(x+h)-v(x)
h—0 K h—0 h

Unter Berticksichtigung der Tatsache, dass wir es hier mit differenzierbaren und somit mit stetigen
Funktionen zu tun haben, kann man sagen, dass folgendes gilt: [k =0 = K — 0]. Daraus folgt:

£ = fim LK) a0 v+ ) —v(x)
K—0 K Lim P
W (x) 5

Somit gilt: f'(x) = u'(v(x)) = v'(x)
N —

dussere Abl. innere Abl.

Abschliessende Bemerkung:

Strenggenommen, enthalt der obige Beweis eine kleine «Stolperstelle». Es kann durchaus sein, dass
K =0 wird, auch wenn A =0 gilt. In diesem Fall wirden wir im ersten Schritt den Bruch mit Null
erweitern was natiirlich nicht erlaubt ist. Durch Einfithrung einer geeigneten Hilfsfunktion und
entsprechenden Uberlegungen kann man aber diese Stolperstelle iiberwinden. Auf einen solch
streng formalen Beweis wollen wir aber im Rahmen dieses Vorkurses verzichten.
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5.1.6 Die Ableitung der Sinusfunktion, Herleitung

Wir mochten folgendes hetleiten:

f()=sin(x) =  f(x)=cos(x)| (xim Bogenmass)

Vorwissen und Hilfsresultate:

*) ‘sin(a +f) = sin(a)-cos(B)+cos(a)- sin(ﬁ)‘ (Additionstheorem, siche Skript Dienstag)

._(sin(h . (1-cos(h
(% }lli%(%) = 1| (siche nichste Seite) (*F) leo(%()) = 0| (siche unten)

Herleitung durch Anwendung der Hilfsresultate (¥), (**¥) und (***):

lim

h—0

) = i sin(x + /) =sin(x) ) © sin(x)-cos(h) + cos(x)-sin(k) - sin(x)
e |

h

_ hm( —sin(x)[1 - cos(h) ]+ cos(x)-sin(h) o5(x)

h—0 h

[1 - cos(h)] te
h

) - }li_r)r&(—sin(x)' -—Sinh(h))

Der Limes kann nun faktorenweise gebildet werden (siche Grenzwertsétze):

= },l_r)%(_ sin(x))- }111)13([1_%5(}1)]) + }li_r)r(}(cos(x))- }11_{%(%(}1)) = —sin(x)-0+cos(x) 1 = cos(x)

— 0, wegen (**¥) — 1, wegen (**)

(1= h
Beweis von (¥*¥) llm(%()) =0

h—0

1-cos(h)

Wir erweitern den Bruchterm mit 1+ cos(#) und erhalten:

1-cos(h) T+cos(h) 1- cos®(h) B sin? (%) _sin(h) sin(h)- 1
h 1+cos(h) h(l+cos(h)) h(l+cos(h))  h 1+ cos(h)

Der Limes kann nun faktorenweise gebildet werden (sieche Grenzwertsdtze). Somit gilt :

lim(w) - lim(M) lim(sin(4))- lim
h h h—0

- |=1-0- l =0.
h—0 h—0 h—0{ 1 + cos(/) 2
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. (sin(h sin(a
Beweis von (**) hm(L) =1 respektjve von hm(L)) =1
h—0 h a—0 o
Wir untersuchen den Grenzwert lir% sin(@) (a im Bogenmass)
a—> a

Wir betrachten das Dreieck (innerhalb des Kreissektors)

] mit den Ecken (0, 0); (1, 0) und P.
Der Dreiecksflicheninhalt betragt: L'sin(a)
P (Grundlinie mal Hobe durch 2)

) Wir betrachten den Kreissektor begrenzt durch die Ra-
dien der Linge 1 und dem Bogen der Linge .

sin(«)

Der Kreissektorflicheninhalt betrigt: O{T’l

(Bogenlinge mal Radius durch 2)

i

(0, 0) (1,0)

Wir betrachten das etwas grossere Dreieck begrenzt durch die beiden Katheten der Linge tan(cr)
und 1, also das Dreieck mit den Ecken (0, 0); (1, 0) und T.

1 tan(a) (Kathete mal Kathete durch 2)

Der Dreiecksflicheninhalt betragt:

Nun vergleichen wir diese drei Flicheninhalte! Aus der obigen Zeichnung ist klar ersichtlich, dass
die folgende Grossenrelation gilt:

. . Q] °2
% = % L Lsin(@) tan(a) =z @ =z sin(a) . Division durch sin(a) liefert:
1 a

= — =1. (Wir setzen a >0 und somit sin(@) = 0 voraus.) Wir bilden den Kehrwert:
cos(a) sin(a)

sin(a)

cos(a) = =1. (Bei der Kehrwertbildung dreht das Zeichen =)

Wir bilden nun den Limes: lirrécos(a) < lir%w <1.
a— a— o

. . sin(ax
Somit muss th

=1 gelten.
a—0 o




