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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Maxima und Minima

Wie sieht die Kurve einer gegebenen Funktion f(x) aus?
1. Nullstellen: f(x) =0 = Gleichungen lsen

2. Minima und Maxima

Wie berechnet man die Minima, respektive die Maxima?
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Wo liegen die Maxima und Minima? Gibt es unterschiedliche Typen von

Maxima respektive Minima?
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Absolut oder relativ?

fur alle x e D
fur alle x € D
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absolutes Maximum Xmax © f(Xmax
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absolutes Minimum xpin ~ : f(Xmin

relatives Maximum Xpmax @ f(Xmax fur alle x € /
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relatives Minimum Xmjn © F(Xmin fiir alle x € /

Minima und Maxima werden zusammen auch als Extrema oder

Extremalwerte bezeichnet.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Ein notwendiges Kriterium

Sei f : [a, b] — R differenzierbar auf [a, b]. Dann kann f nur

Extremalwerte haben

1. an den Randpunkten a und b oder
2. falls f'(x) = 0.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

f'=0 —und jetzt?

Bei den Extrema ist die Steigung der Funktion gleich Null.
xe Extremum der Funktion f = f'(x.) =0.

Wie bestimmen wir nun aber, ob x. ein Maximum oder ein Minimum ist?
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Ein hinreichendes Kriterium

Ist x. ein Extremum von f, also f'(x.) = 0. Dann gilt:

f’(xe) >0 = X, ist ein Minimum
f’(x) <0 = X ist ein Maximum

Falls 7/(xe) = 0 gilt, kdnnen wir keine definitive Aussage machen.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Kochrezept

Wir gehen also wie folgt vor, um die Extrema von f zu finden:

1. Berechne f(a) und f(b).

2. Lose f'(x) =0 in (a, b).

3. Berechne die zweite Ableitung ”(x) und setze jede Nullstelle x, von
f"in " ein. = Maximum/Minimum/Sattelpunkt

4. Berechne alle Funktionswerte an den Stellen x., das heisst alle f(x).

5. Vergleiche alle gefundenen Maxima und Minima in (a, b) miteinander

sowie mit den Werten f(a) und f(b) = relativ/absolut
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Vorsicht bei Ecken!

Bemerkung

Dieses Vorgehen funktioniert nur, wenn die Funktion iiberall
differenzierbar ist. So hat beispielsweise die Betragsfunktion in 0 ein
absolutes Minimum, ist dort aber nicht differenzierbar (“Ecke"), also kann

die Ableitung insbesondere nicht 0 sein.

4 -3 —2 —1 1 2 3 4
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Ein Anwendungsbeispiel

N(t) = Anzahl Personen, die zum Zeitpunkt t (in Tagen) die Grippe
haben (in 100).

(a) Wie viele Personen sind am 10. Tag der Epidemie krank?
N(10) = 1103+ 110°—6 —  600Personen
~ 250 0 ersene
(b) Wann ist die Epidemie vorbei?

N(t)=0 = t;=0, t,=25 = nach 25 Tagen
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte

Asymptotisches Verhalten

(c) An welchem Tag ist die Anzahl Kranker maximal. Wie viele sind
dann krank?

3 1 _
N'(t) = —— P4 t= =0, t, = 16.
(t)=0 = 250 + 5 0 = 1=0, & 6.6
N”(t)——itjLl = N'(t1) >0, N'(t2) <0
T 125 5 ! ’ 2

Also ist die Anzahl Kranker am 17.Tag maximal. N(16.6) = 9.26. Es
sind dann also 926 krank.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte

Asymptotisches Verhalten

(d) An welchem Tag ist Zuwachsrate der Kranken maximal?

3 1 _
N'(ty=——t+-=0 = t=2823
() 125 +5

Die Zuwachsrate ist am 9.Tag maximal. Der Zuwachs ist
N(9) — N(8) = 0.832 ~ N’'(8.3) = 0.833

Der Zuwachs ist also etwa 83 Personen.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte

Asymptotisches Verhalten
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Was sagt uns "7

Welche geometrische Bedeutung hat die zweite Ableitung?
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Wendepunkte

f” >0 = Kurve ist eine Linkskurve
f" <0 = Kurve ist eine Rechtskurve

Wenn eine Rechtskurve zu einer Linkskurve wird — oder umgekehrt — ,
muss die Kurve "wenden"”. An diesen Wendepunkten muss f”” = 0 gelten.

Wendepunkte sind jeweils die Punkte, an welchen die Kurve am steilsten
ist.

x ist Wendepunkt = f"(x)=0
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Bemerkung

f"(x) = 0 ist eine notwendige Bedingung fiir einen Wendepunkt. D.h. an
einem Wendepunkt ist die zweite Ableitung gleich Null. Es ist jedoch
keine hinreichende Bedingung. Es ist also moglich, dass ein Punkt kein
Wendepunkt ist, obschon die zweite Ableitung gleich Null ist, wie
folgendes Beispiel zeigt:

f(x) = Xt = f'(x) = 12x%2 — f(0) =0

0 ist aber ein Minimum und kein Wendepunkt.

Definition
Ein Wendepunkt, der auch ein kritischer Punkt ist (d.h. f'(x) = 0), heisst
Sattelpunkt (oder Terrassenpunkt).
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Asymptotisches Verhalten

Was passiert, wenn man immer grossere Werte fiir x einsetzt? Oder

anders ausgedriickt: Was ist limy,_, £ oo f(x)?

Drei unterschiedliche Situationen:

1. f(x) = —x3 + 3x% + x — 1 (Polynome)

3
2. f(x) = — (Rationale Funktionen)
X2 —
X
3. f(x)==
()=

Problem: Man kann nicht einfach oo fiir x einsetzen.

= Man muss die Grenzwerte untersuchen.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

1. Polynome

Fiir Polynome gibt es eine einfache Regel:

Ein Polynom verhilt sich asymptotisch wie seine hdchste Potenz.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Ein Beispiel

f(x) = —x3 + 3x? 4+ x — 1 verhilt sich asymptotisch wie y = —x3, d.h.

im —x3+3x°+x—1= lim —x3= -
X—>00 X—> 00

Um zu verstehen, weshalb diese Regel gilt, formen wir das Polynom

folgendermassen um:

X X x3

1 1
—X3+3X2+X—1——X3(1—3—2+>
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte

Asymptotisches Verhalten
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

2. Rationale Funktionen

2
X

x3 1
2 _ 1_ 1
X 1 =3

Alle die Briiche mit einer Potenz von x im Nenner gehen fiir x — 400

gegen Null. Also ist nur die hochste Potenz von x relevant.

Definition

Der Grad, deg(P), eines Polynoms P(x) ist seine hochste Potenz.
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Kurvendiskussion

Fall 1: deg(P) < deg(Q)

Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

In diesem Fall n3hert sich die Funktion asymptotisch 0 an.

Beispiel:
2x %

—X— =0 fir

x2—|r1:1+%2

X — oo
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Fall 2: deg(P) = deg(Q)

In diesem Fall ndhert sich die Funktion asymptotisch einem konstanten
(endlichen) Wert an.
Beispiel:

22
izil—>2 fir x — +oo
x2+1 145
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Fall 3: deg(P) > deg(Q)

In diesem Fall geht die Funktion fiir x — 400 gegen oo oder —oo.
Welcher der beiden Fille auftritt, hdngt von den Vorzeichen von Zahler
und Nenner ab.
Beispiel:

X 1

7X271:7_L_>OO fir x — o0,
X3

P

da der Nenner (und somit der Bruch) fiir grosse Werte von x positiv ist.

Analog geht man fiir x — —oo vor.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Polstellen

Bei den Nullstellen des Nenners (d.h. x = —1 und x = 1) ist die Funktion
nicht definiert. Wiirde man x = 1 einsetzen, so erhielte man den

unbestimmten Ausdruck §.
Vermutung: Die Funktion geht fiir x — 1 gegen co.

Der Graph zeigt, dass das Verhalten von rechts und von links

unterschiedlich ist: 5

i X

im ——— = oo.
x—1t X2 -1

. x3

lim —— = —o0.

x—=1- x2 —1
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

3. Die Regeln von de ['Hépital

Im dritten Beispiel ist folgender Grenzwert gesucht:

. X
lim —
x—o00 eX

Naives "Einsetzen” fiihrt wiederum zum unbestimmten Ausdruck 2.
Dieser Ausdruck als Grenzwert aufgefasst kann alles Mogliche sein, 0,

eine endliche Zahl, aber auch oc.

Problem: Der Trick mit dem Kiirzen funktioniert hier nicht mehr.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion

Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Satz (Regel von de L'Hépital)

Seien f, g : (a, b) — R differenzierbar, wobei a, b € [—o0, c0]. Falls
() lim f(x) = lim g(x) =0

oder

(i) )I(Ta f(x) = )I(i_}mag(x) = 0o (oder —0)

A
und der Grenzwert lim s,
X—a g’(x)

existiert, so gilt

Analoge Aussagen gelten fiir b.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Ein Beispiel

. .. . X .
Wir mochten lim — berechnen. Formal erhalten wir 2.
x—o00 X o]

Regel von de L'Hopital:
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Ein paar Grenzwerte

Fiir jede positive Zahl r > 0 gelten:

r
. X
lim — = 0
x—o00 eX

In(x)

|
o

lim
x—=o00 xI

In Worten bedeutet dies, dass die Exponentialfunktion schneller und die

Logarithmusfunktion langsamer wichst als jede Potenzfunktion.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte
Asymptotisches Verhalten

Kurvendiskussion — das volle Programm

Diskutiere die Funktion

auf ganz R.
1. Da wir die Funktion auf ganz R betrachten, haben wir keine
Funktionsgrenzen wo Extrema auftreten kdnnen.

2. Erste Ableitung f'(x):

1—x
f'(x) =
(0=
Kritischer Punkt: x = 1.
3. Zweite Ableitung f"(x):
-2
f// — X
(="
(1) = —% <0 = Maximum.
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte

Asymptotisches Verhalten

Die Funktion f hat in 1 ein absolutes Maximum.

f”(x) = 0 hat die einzige Lésung x = 2. Da " dort das Vorzeichen
wechselt, ist x = 2 ein Wendepunkt.

Es gelten
X
lim — = 0
x—o00 eX
X
lim — = —o0
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Kurvendiskussion Extrema einer Funktion
Wendepunkte

Asymptotisches Verhalten
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Inhaltsverzeichnis

© Optimierungsprobleme

Tasnady, Mathematik Institut, UZH Vorkurs UZH 2018 Mathematik Rechenfertigkeiten



Optimierungsprobleme

Beispiel 1

Bestimme Radius und Hohe eines geraden Kreiszylinders, der bei

gegebenem Volumen V =1 eine minimale Oberfliche besitzt.
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Optimierungsprobleme

Beispiel 2

Dem Kreis mit dem Radius r = 1 soll das flichengrdsste gleichschenklige

Dreieck einbeschrieben werden. Wie lang sind seine Seiten?

Dr. Dominik Tasnady, Mathematik Institut, UZH Vorkurs UZH 2018 Mathematik Rechenfertigkeiten



Optimierungsprobleme

Beispiel 3

2
Welche Punkte auf dem Graphen von y = — sind am wenigsten weit
X

vom Ursprung entfernt?
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Optimierungsprobleme

Typische Nebenbedingungen

Eine Nebenbedingung ist eine Gleichung, welche die verschiedenen
Variablen zu einander in Beziehung setzt. In geometrischen Problemen

kommen folgende Typen oft vor:
1. Pythagoras
2. Ahnlichkeit

3. Funktionsgleichung

4

. Geometrische Formeln (Volumen, Flache, Umfang, etc.)
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Folgen und Reihen

Definition

Eine Folge ist eine Funktion mit Definitionsbereich N.

70
60
50
40
30
20
10

1 23 4567 1 23 4567

Schreibweise: (ap)nen oder (ag, a1, .. .).
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Folgen und Reihen

Beispiele

Eine Folge (a,)nen ist also eine Folge von Zahlen:
2,4,6,8,10,...  oder 1,3,9,27,81,....

Diese entsprechen den Abbildungen

0 — 2 0 —

1 — 4 1 — 3

2 — 6 2 — 9

3 — 8 respektive 3 = 27
4 —~ 10 4 — 81
5 — 12 5 — 243
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Folgen

Folgen und Reihen Reihen

Rekursive und explizite Definition

Kurz beschreibt man eine Folge indem man das n-te Glied angibt.

e rekursiv: a, in Abhingigkeit von a,_1, wobei ein Startwert ag

gegeben ist. Zum Beispiel
a, = ap—1 + 2, wobei ag = 2.
e explizit: a, nur in Abhdngigkeit von n. Zum Beispiel
a, = 3".

Man nennt diese Abhidngigkeiten auch Bildungsgesetze.

Dr. Dominik Tasnady, Mathematik Institut, UZH Vorkurs UZH 2018 Mathematik Rechenfertigkeiten



Folgen und Reihen

Beispiele

e Folge der Stammbriiche: (1, %, %, %, é, ...). Dies entspricht a, = %

(erstes Folgeglied ist ay).

e Alternierende Folge: (1,—-1, 1,—1, 1,—1, 1,-1,...), entspricht
der Folge (—1)".

e Folge der Primzahlen: (2,3,5,7,11,13,17,19,...). Es ist kein
explizites Bildungsgesetz bekannt.

e Fibonacci-Zahlen: (1,1,2,3,5,8,13,21,...). Wird beschrieben durch
ags=1,a=1und a, = a,_1 + a,_o flir n > 2.

e Arithmetische Folge: (—2,3,8,13,18,...), entspricht der Folge
a, =bn—2.

....), entspricht der Folge a, = (3)”
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Folgen und Reihen

Arithmetische Folgen

Definition

Bei einer arithmetischen Folge sind die Abstinde zwischen zwei
aufeinanderfolgenden Gliedern immer konstant. Das heisst, es gibt eine
Zahl d € R, so dass

an—ap_1=4d konstant fiir alle n € N.

Dies entspricht der rekursiven Formel
an = ap-1+ d7
oder der expliziten Formel

a, = ap + nd.
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Folgen und Reihen

Ein Beispiel

(-2,3,8,13,18,...) entspricht der Folge a, = 5n — 2. Es gilt
apn—ap_1=5n—-2—-(5(n—-1)—2)=5n—2—-5n+5+2=5,

also ist in diesem Fall der Abstand zwischen zwei Gliedern d = 5.
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Folgen und Reihen

Geometrische Folgen

Definition

Eine Folge (a,)nen heisst geometrische Folge, wenn der Quotient aus
zwei aufeinanderfolgenden Gliedern stets konstant ist. Das heisst, es gibt

eine Zahl g € R, so dass

an

=@ konstant fiir alle n € N.

dn—1

Dies entspricht der rekursiven Formel
an = q . anfla

oder der expliziten Formel
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Folgen und Reihen

Ein Beispiel

(%, %, %, 16> - - -) entspricht der Folge a, = (%)n fiir n > 1 und es gilt:

HOUES
cE e

und somit ist g = 1.
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Folgen und Reihen

REIEN

Wir bezeichnen mit s, die Summe der Folgenglieder ag bis a,:

n
s,,:ao+al—|—az+...+a,,=Zak
k=0

(sn)n heisst (endliche) Reihe. Man nennt s, auch n-te Partialsumme der
Reihe.

Die Reihe kann sowohl beim Index k = 0 als auch beim Index k = 1 oder

von einer beliebigen anderen Zahl aus beginnen.
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Folgen und Reihen

Das Summenzeichen

POREORONOROE
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Folgen und Reihen

Der Trick mit den Paketen

n
Wir wollen sn:Zk:1+2+3+4—|—...+nberechnen.
k=1

2s, = 1 + 2 + -+ + (n=1) + n
+ n + (=1 + - + 2 + 1
Wenn wir jede Spalte zusammenzdhlen, bekommen wir immer n+ 1. Also

ist

Zk_ I7+1

Dr. Dominik Tasnady, Mathematik Institut, UZH Vorkurs UZH 2018 Mathematik Rechenfertigkeiten



Folgen und Reihen

Geometrische Reihen

Ist ag, a1, az, as, - . . eine geometrische Folge, so gilt fiir die Summe der
ersten n Glieder:
_ ~n+1
Z ai=a0
l-q

Das s, wird endliche geometrische Reihe genannt.

Hiermit l3sst sich die Summe des ersten Beispiels auch direkt berechnen:

25: N 1-()° 1-4 e
. 2) 1L 32

1 1
2 2
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Folgen und Reihen

Beweis des Satzes

Die Folge ist geometrisch, das heisst von der Form a, = ag - ¢". Wir

betrachten folgende zwei Gleichungen:

Sp = a + ag+aq’+ ...+ aq"

q-s, = aoq + aoq® + ...+ agq" + apgq" !

Berechnen wir nun die Differenz
1
Sn*q'SnIBO*PJOQ'7+ .

Dies entspricht
sn(l—q) = ao(1 — g"™).

Somit erhalten wir unsere Behauptung
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Folgen und Reihen

Unendliche Reihen

Was passiert, wenn wir nicht nur bis zu einem gewissen n, sondern sogar

bis unendlich aufsummieren?

Definition

Hat die Summe unendlich viele Summanden, wird sie unendliche Reihe

genannt und man schreibt

Dies entspricht dem Grenzwert von s, fiir n — oo,

s = lim s,,
n—oo

und kann dementsprechend konvergent oder divergent sein.
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Die unendliche geometrische Reihe

Die unendliche geometrische Reihe ist konvergent fiir |q| < 1:

1
1-g

o0
Zaoqk:ao(1+q+q2+q3+...):ao
k=0

Fiir alle anderen q divergiert die Summe.

Bemerkung

Beachte, dass die Summe bei k = 0 anfangt.

Dr. Dominik Tasnady, Mathematik Institut, UZH Vorkurs UZH 2018 Mathematik Rechenfertigkeiten



Folgen und Reihen

Beweis des Satzes

Wir haben bereits s, fiir eine geometrische Summe berechnet:

1 _ qn+1
Sy =ag——
n 0 1_ q
Betrachten wir nun den Limes
1— qn+1 1
s= lim s, = lim ap = a9 ,
n—00 n—o00 1—gq 1—gq

da lim ¢"t1 =0 falls |[g| < 1.
n—oo
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Folgen und Reihen
1\ 1 3
3 2

Z :1,%

i=0

Beispiel (zur Divergenz)
Es ist einfach zu sehen, dass die Reihe
> n=0+1+2+3+4+5+...
n=0

divergiert. Schwieriger ist es zu zeigen, dass auch die harmonische Reihe

i1—1+1+1+1+
n=1n_ 2 3 4

divergent ist (siche Ubungen).
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