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1 LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME (LGS)

1.1 Was sind lineare Gleichungssysteme?

Lineare Gleichungssysteme bestehen aus 2 (oder mehr) linearen Gleichungen mit 2 (oder mehr)
Variablen. Ein Beispiel:

025-x + y = 17
x + y =10

1.2 Was sind Lésungen eines Gleichungssystems?

In einem solchen Gleichungssystem wie oben geht es darum, die Unbekannten so zu bestimmen,
dass mit dieser Wahl berde Gleichungen erfillt werden.

Wenn wir fiir x die Zahl 4 und fiir y die Zahl 6 wihlen, so sind offenbar beide Gleichungen er-
fallt:

0254 + 6 = 7
4 4+ 6 = 10

® Wir driicken das ab jetzt so aus: IL={ (4| 6) }.

1.3 Loésungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme

1.3.1 Das Einsetzungsverfahren

1) 7x-8y= 5

Beispiel:
(2) 5x+3y=21

Die Gleichung (1) wird nach y aufgel6st.

7x—-8y=5 | +8y |-5
T7x—-5 =8y | :8
_Tx-5
YT

Wird dieser Ausdruck fiir y in die Gleichung (2) eingesetzt, erhilt man eine Gleichung, in der nur
noch die Variable x vorkommt.
5x+3-[7x8_5]=21

s 22 o5
8

40x+21x—-15 =168

61x—15 =168 | +15

61x =183 1:61

x =3
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Nun wird der ermittelte x-Wert eingesetzt, um auch noch y zu berechnen.

Das Gleichungssystem hat somit die Lésungsmenge 1IL={ (3 | 2) }.

1.3.2 Das Gleichsetzungsverfahren

1) x+2y=5
(2) 5x+6y =20

Zuerst werden beide Gleichungen (1) und (2) nach y umgestellt.

x+2y=5 | —x S5x+6y=20 | —5x

2y=—x+5 | 2 6y=-5x+20 | :6
_—x+5 _ —5x+20
"2 S

Jetzt konnen wir die beiden y -Werte miteinander vergleichen (d.h. einander gleichsetzen). In der so
entstandenen Gleichung kommt nur noch die Variable x vor.

—-x+5 —5x+20

= ‘ .6
2 6
=3x+15 = -5x+20
2x = 5
5
x = =
2
Um auch noch y zu ermitteln, setzen wir weiter oben bei y=— **3 den Wert x :% ein.
15 5 5
y =t = —
22 2 4

Das Gleichungssystem hat also die Lésung 1L = { (2.5 | 1.25) }.

1.3.3 Das Additionsverfahren

1) 2x+3y=11
(2) 8x—2y="2

Zuerst muss man eine der Gleichungen mit einem geeigneten Faktor multiplizieren.

1) 2x+3y=11 1| -(-4)
(2) 8x—2y=2
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&

Jetzt kann man beide Gleichungen addieren. Dabei werden jeweils verwandte Glieder der Glei-
chungen addiert.

~

Durch die Addition heben sich die x - Werte auf und verschwinden aus den Gleichungen. Es bleibt
die folgende Gleichung fiiry :

—14y=-42 Nach y aufgel6st, ergibt das:  y=3

Der ermittelte y -Wert wird in die Gleichung (1) eingesetzt:

2x+33=11

2x+9 =11

2x =2
x=1

Das Gleichungssystem hat somit die Lésung 1L = { (1 | 3) }.

1.3.4 Die Determinantenmethode, (Methode nach Cramer)

Wenn wir ein lineares Gleichungssystem in zwei Gleichungen und zwei Variablen betrachten, so
hingen die Losungen fur die beiden Variablen letztendlich von den Koeffizienten der Variablen
(a,,b,,a,,b,) und den Zahlenwerten auf der rechten Seite (c;,c,) ab. Wir kénnen die Lésungen
fir x und y in diesem Gleichungssystem allgemein anfiihren:

Das Gleichungssystem

I) ax+by=c b, —c, -
M a 1= hat die Losungen XZM und
(2) a,x+b,y=c, a,-b,—a, b a,-b,—a,- b

_4 674,06

Beweis als Ubung! ( Tipp: Additionsverfabren oveimal anwenden. Einmal x eliminieren, das andere Mal y. )

Betrachtet man diese allgemeinen Losungen ein wenig genauer, so kann man eine gewisse Regel-
missigkeit in der Reihenfolge der unterschiedlichen Zahlenwerte feststellen. Im speziellen haben
beide Losungen den gleichen Nenner, der sich nur aus den Koeffizienten der Variablen zusammen-
setzt.

Diese Uberlegungen fithren dazu, bei einem Gleichungssystem vorerst nur die vorkommenden
Koeffizienten zu betrachten:
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Man bezeichnet das System der Koeffizienten eines Gleichungssystems als

a b
(Koeffizienten-) Matrix A :[ ! 1}
a, b,

Man kann nun den Wert des Nenners der Losungen als den «Wert der Koeffizientenmatrix» sehen;
wegen seiner Bedeutung bezeichnet man diesen Wert als Determinante.

Unter der Determinante eines Gleichungssystems versteht man den Wert

a, b
=a,-b,—a, b

a, b,

Die Determinante fiir die Koeffizientenmatrix wird auch Hauptdeterminante genannt.

Die auftretenden Elemente der Produkte a,-b, und a, - b, stehen jeweils auf einer Diagonale der
quadratisch angeordneten Determinante; man bezeichnet die Elemente a,,b, als Hauptdiagonale
und a,,b, als Nebendiagonale. So wird die Berechnung der Determinante zu «Hauptdiagonale mi-

nus Nebendiagonaley.

Betrachten wir weiter die Zahler der Losungen, so haben auch diese die Form der Determinanten-
berechnung, wenn man in der bisherigen Schreibweise die Koeffizienten fur die zu berechnende
Losung einer Variablen mit den konstanten Elementen ¢,und ¢, vertauscht. Man bezeichnet diese

neu gewonnenen Determinanten als Zihlerdeterminanten D und Dy .

Unter den Zihlerdeterminanten D und Dy versteht man:

G b,

a ¢

=c¢,'b,—c,-by und D = =a,-c,—a,

¢ b a, ¢

Driickt man nun die allgemeinen Lésungen des Gleichungssystems in zwei Variablen mittels De-
terminanten aus, fihrt dies zu folgender vereinfachter Schreibweise:

Das Gleichungssystem

D) ax+by=c D D,
M a =4 hat die Lésungen x=—- und y=—
(2) ayx+b,y=c, D D
.. M 2x-5y=7 . ) ) 2 =5
Beispiel: ; Die Koeffizientenmatrix lautet: A =
(2) 3x+2y=1 3 2

2
Die zugehorige Hauptdeterminante betragt: D = ‘3 5 ‘ =2-2-3-(-5=19

Die zugehorigen Zihlerdeterminanten sind:

X

7 -5 2 7
D, = =7-2-1-(-5)=19 und D, = =2.1-3-7=-19
1 2 TR
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Die Losungen des Gleichungssystems sind daher:

1.3.5 Die Auflésung grosserer Gleichungssysteme

Ein Musterbeispiel:

Man bestimme die Losungen des Gleichungssystems
(1) —4x-Ty+3z=27

(2) 2x—4y+2z=-14

3) —x+2y+z=11

Schritt fir Schritt schauen wir, dass zwei Variablen wegfallen, bis nur noch eine Gleichung mit
einer Variablen votkommt. Den erhaltenen Wert setzen wir dann weiter oben ein, um noch die
restlichen Zwei Losungswerte zu bestimmen.

Konkrete Auflésung (Wir wéblen hier das Einsetzungsverfabren):

Wir 16sen die dritte Gleichung nach z auf:
(B) z=x-2y+l11

Wir ersetzen in der ersten und zweiten Gleichung z durch den Ausdruck x-2y+11
() —4x=Ty+3(x-2y+1D=27 () —x-13y=-6
(2)  2x—4y+2(x—2y+11)=—14 (2) 4x—8y=-36

Es liegt ein System mit zwei Gleichungen und zwei Unbekannten vor. Dieses losen wir wie ge-
wohnt auf: Gleichung (1) nach x auflésen:

x =6—13y undin (2) einsetzen: 4(6—13y) —8y = 306
Auflésen: y = 1;  Einsetzen: x =6—13y =—7;, FEinsetzen:z=x-2y +11 =2

Losung: IL = { (7| 1] 2) }

Es ist Ihnen nun vermutlich auch klar, wie Sie ein lineares System - sagen wir mit 10 Gleichungen
und 10 Unbekannten - auflosen konnen: Man 16st eine Gleichung nach einer Unbekannten auf und
setzt das Ergebnis in den anderen 9 Gleichungen ein. Dadurch entsteht ein lineares System mit 9
Gleichungen und 9 Unbekannten. Dieses fithrt man auf ein System mit 8 Gleichungen und 8 Un-
bekannten zuritick und so fort, bis nur noch eine einzige Gleichung mit einer einzigen Unbekannten
tbrig bleibt.. Nun berechnet man riickwirts eine Unbekannte um die andere.

Nur wird bei solch grossen Gleichungssystemen der Rechenaufwand entsprechend gross! Compu-
ter und moderne Taschenrechner kénnen jedoch solche Gleichungssysteme mit geeigneten Algo-
rithmen rasch berechnen. Es reicht den Rechner mit den Koeffizienten zu «fiittern» und dieser
kann dann (z. B. mit dem sogenannten «Gauss-Algorithmusy) die Losungen problemlos berechnen.
Dabhinter steckt die sogenannte «Matrizenrechnungy. Aus Zeitgrinden verzichten wir darauf.
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1.4 Das lésen von nicht-linearen Gleichungssystemen

1.4.1 Verschiedene Gleichungssysteme, verschiedene Lésungswege

Beispiele: Vorgehensweise & Tipps:
3x 2x Umordnen und in die Normalform bringen:
.| - —2y = 8+——3y _
2 2 WXLy =
Sx T s O
—4x 9y -4 = 8- 2 +6Y | & mit cinem der bekannten Verfahren 16sen.
2 L={012] 2}

2. [ (x=5)(y+6)=(x—4)(y+9)
(x+3)(y=D=(+D(y+1)

Ausmultiplizieren, dann in die Normalform bringen.
(der xy - Term hebt sich auf.)
L=11]3}

3. | x+4 x-6

Mit dem Hauptnenner multiplizieren. Dann wie bei der

y+1 y—4 obenstehenden Aufgabe 2. weitermachen.
IL={4 | 3
x—-1_x-10 el
y=5 y+l1
4, 2 10 1 Mit dem Hauptnenner multiplizieren ... und wir kommen in
; + g - eine klassische SACKGASSE! (Wir kriegen rechts jeweils
einen lastigen «xy-Term»; Versuchen Sie’s!) Besserer Ansatz:
1 1 . . . .
2— - 3— =-1 Variante 1: Additionsmethode: Die erste Gleichung wird zum
. Y 10fachen der zweiten Gleichung addiert. Das y fillt weg.
Vartiante 2: Substitutionsmethode: v = 1/x & v = 1/3y. Sie
erhalten ein einfaches LGS mit u und v. Dieses 16sen und,
um x und y zu berechnen, zuriicksubstituieren.
(D.h. u = 1/x nach x auflésen & v = 1/3y nach y auflésen!)
L={(2| 2}
5
5 2 _ 2 _ Tipp fur die Substitutionsmethode: ; = und | = 2
x4+3 y+ 3 x+3 y+3
1 4 . o . .
—=3 Naturlich wurde hier die Additionsmethode ebenfalls die
x+3  y+3 gesuchte Losung liefern: 1L = { (-2 | -1) }
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2 EXPONENTIALFUNKTION UND LOGARITHMUS

Stellen Sie sich vor, wie ein Kapital auf einem Sparkonto anwichst, bei einem Zinssatz von, sagen
wir, 3% pro Jahr.

Wir nehmen an, das Anfangskapital sei K >0 Franken. Dann ist es nach einem Jahr
K +0.03K =(1.03)- K Franken, nach zwei Jahren (1.03)-(1.03)- K Franken, usw., also nach n Jah-
ren (1.03)" - K Franken.

Detaillierter:

K, =K,

K, =K+0.03K =(1.03) K,

K, =K, +0.03K, =(1.03)- K, =(1.03)-(1.03)- K = (1.03)* - K
LS} N a.03)"-K

usw.

K,=71.03)"-K

Wie lange muss man warten, damit sich das Kapital verdoppelt? Nun, genau ¢ Jahre, wobei ¢ eine
Zahlist, die (1.03)" - K =2K und somit (1.03)" =2 erfiillt.

Aber wer sagt uns, dass es so eine Zahl gibt? Wenn dies zufillig fir eine rationale Zahl ¢ gilt, dann
sind wir zufrieden. Versuchen wir es mal:

(1.03)** =2.03, also ist 24 zu gross,
(1.03)* =1.97, also ist 23 zu klein,
(1.03)”"? =2.003, also ist 23 + 1/2 zu gross,
(1.03)”""* =1.988, also ist 23 + 1/4 zu klein,

usw.

So machen wir weiter, wobei wir jeweils das Intervall, in dem das ¢ gesucht werden muss, halbie-
ren. Nun liegt genau eine reelle Zahl / in all diesen Intervallen. Ist diese Zahl ¢ rational, so kann
man zeigen, dass (1.03)" gleich 2 ist. Ist sie aber nicht rational, so definieren wir (1.03)" als gleich 2;
das macht Sinn nach obenstehenden Berechnungen.

Wir schreiben ¢ =log, ,, 2: der Exponent, mit dem man 1.03 potenzieren muss, um 2 zu erhalten.

Auf diese Weise 10sen wir zwei Probleme:

(1) Ist a eine positive reelle Zahl und x eine beliebige reelle Zahl, so ist ab jetzt die reelle

Zahl a*definiert, und die Rechenregeln fur Potenzen mit rationalen Exponenten sind auch
tir allgemeine reelle Exponenten giiltig.

(2) Sind a,b € IR" mit a#1, so gibt es eine eindeutige reelle Zahl ¢ mit a‘ =b. Wir schrei-
ben ¢ =log, b, und nennen diese Zahl den Logarithmus zur Basis a von b.
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2.1 Rechenregeln fiir Logarithmen

Die folgenden Rechenregeln lassen sich unmittelbar aus den Potenzregeln herleiten:

Fir a,b,c >0 und a#1 gilt:

(1) log,(b-c)=1log, b+log, c

) loga(éj =log,b—log,c
c

3) log, (b"): c-log, b

Die letzte Gleichheit, zum Beispiel, sieht man wie folgt ein:
Nach Definition gilt: a*=b < x=1log,b und a“ =b° & cx=1log, (b)

Somit gilt: log, (b")= cx=c-log, b

2.11 Zehnerlogarithmus

Auf Thren Taschenrechner werden Sie keine Taste finden. Allerdings kommt die Taste

(entsprechend beim TI-89 der Befehl log) vor, und steht fiir den sog. «Zehnerlogarithmus». Der
Zehnerlogarithmus ist nichts anderes als der Logarithmus zur Basis 10.

® Die Basis «10» schreibt man beim Zehnetlogatithmus nicht hin. Statt « log, » schreiben wir ab-
kiirzend « log ».

Beispiele: 10 =1; 1000 = 3; 25 = 1.398 ; 2672 = 3.427

Wichtig ist nun genau zu verstehen, was die vom Rechner angegebenen Werte fiir eine Bedeutung
haben: 1000 =3 < 10° = 1000; 2672 = 3.427 < 10°% = 2672

Die -Taste ist keine «Zaubertasten, die zu einer Zahl b eine beliebige Zahl ausspuckt. Sie gibt
zur Zahl b den eindeutigen Losungswert x der Gleichung 10" =b.

Wieso kommt aber nur die -Taste vor? (Damit kénnen wir doch nicht 2* =5 auflésen? Was
ist mit x =log, 57) Das hat seinen Grund: Aus dem Zehnerlogarithmus, also mit der —Taste,
lisst sich ein Logarithmus zu einer beliebigen anderen Basis a € IR"\{1} berechnen. Wie das
genau geht, werden wir gleich sehen.
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2.1.2 Berechnung von beliebigen Logarithmen

Wenn wir also die Gleichung 2* =5 16sen wollen, dann lautet die Losung zunichst mal x =1log, 5.

Wir werden sehen, dass das nichts anderes als —10‘%;
0g

rechnet werden kann. Das Resultat lautet dann: x =2.3219.

ist, und somit mit dem Taschenrechner be-

® Begriindung:

2" =5 | Links und rechts den (Zebner !)-Logarithmus nehmen.
log(2*) =log5 | Links wenden wir die 1ogarithmenrechenregel (3) an: log (b” ) =c-logh
x-log2=1log5 | x kommt somit nicht mebr im Exponenten vor! Wir dividieren | log 2
x=1985 5319 | Mit dem Taschenrechner

log2 —

Die ganze Rechnung hitte man auch mit einem Logarithmus zu einer beliebigen anderen Basis

durchfiihren kénnen! Folgerung: x=1log, 5= log> = log, > = log. 5 = n3 =

log2 log,2 log.2 In2

log(z) _log,(z) _log,(2) _1In(z) _
log(y) log,(y) log.(y) In(y)

Allgemein gilt somit fiir die Gleichung |y* = z|: [x=log,(z) =

und spricht dann von einem sogenannten Basiswechsel. @

2.2 Exponentialgleichungen

Exponentialgleichungen sind Gleichungen, bei denen die Lésungsvariable x im Exponenten vor-
kommt. Nicht alle Exponentialgleichungen sind gleich anspruchsvoll zu 16sen. Wir unterscheiden
zwei Fille.

2.2.1 Fall 1: Es gibt eine gemeinsame Basis (Exponentenvergleich)

In diesem Fall kommen wir ohne Logarithmen zum Ziel. Voraussetzung ist jedoch das Beherr-
schen der Potenzregeln

Musterbeispiel:

2 =8 | Links nnd rechts stehen Potenzen von 2. (links: 2**); (rechts: 27). Es gibt
somit eine gemeinsame Basts.
2 =2° | Beide Seiten sind gleich, wenn die Excponenten gleich sind. Wir brauchen also

nur noch die Exponenten u vergleichen. (Sog. Exponentenvergleich.)
x+1=3 = x=2 | nach x auflésen

® Wenn wir also erkennen, dass auf beiden Seiten eine Potenz derselben Basis vorkommt, schrei-
ben wir die entsprechenden Potenzen hin; und vergleichen dann die Exponenten.
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2.2.2 Fall 2: Es gibt keine gemeinsame Basis

In diesem Fall kommen wir ohne zu logarithmieren nicht weiter. Voraussetzung ist das Beherr-
schen der Rechenregeln fiir Logarithmen.

Der allgemeine Losungsweg in diesem Fall ldsst sich wie folgt beschreiben:

1) Gleichung logarithmieren. Die Losungsvariable kommt dadurch aus dem Exponenten
runter. (Rechenregeln fiir Logarithmen korrekt anwenden!)

2) Neue Gleichung nach x aufl6sen und ausrechnen.

Musterbeispiel: # 2.3 =77

® Bemerkung: Wir sind nicht in der Lage jede beliebige Exponentialgleichungen durch Umfor-
mungen zu 16sen! Bereits die «simple» Exponentialgleichung 2* +5% =10 ist nur numerisch, das
heisst mit Hilfe des Taschenrechners durch Naherungsverfahren zu finden. Denn auf der linken
Seite steht eine Summe, und fiir Summen gibt es keine Logarithmenregel.

Es gibt jedoch Ausnahmen! Das folgende Beispiel soll dies illustrieren: 10™ + 10> = 600

Die Idee: Substitution: a = 10*. Die Gleichung lautet dann neu: a + a> = 600

Die so erhaltene quadratische Gleichung a* + a—600 = 0, lisst sich nun wie gewohnt 16sen:
Diskriminante = 2401; Losungen: a, =24 und a, = -25.

Wir machen die Substitution riickgingig und erhalten aus: 24 = 10° und -25=10":

x = log (24) = 1.3802.  [log (-25) ist nicht definiert! Wir konnen deshalb a, vernachlissigen! |




Luca Turi / Vorkurs: Mathematik Rechenfertigkeiten 2015 / UNIZH / Dienstag -13-

3 TRIGONOMETRISCHE OPERATIONEN

Wir méchten die folgenden Operationen einfithren Sinus, Cosinus und Tangens.

Wir betrachten dazu den Kreis K mit Radius 1(sagen wir, Meter) und mit dem Mittelpunkt im
Ursprung der Koordinatenebene IR,

Gegeben sei eine nicht-negative Zahl a. Man bewege sich vom Punkt (1, 0) aus genau a Meter
im Gegenuhrzeigersinn entlang dem Kreis K. Der Punkt P auf dem wir landen, habe die Koordi-
naten (x, y). Dann setzen wir cos(a) = x und sin(a):=y.

Ist eine negative Zahl a gegeben, so wandern wir von (1, 0) aus —a Meter im Uhrzeigersinn, und
wir nennen den Endpunkt wieder (cos(a), sin(a)).

Dies definiert die Operationen Sinus und Cosinus. Aus der Definition folgen sofort folgende

Rechenregeln. (Man beachte dabei auch folgendes: 27 2360°, 7 2180°, %é 60°, etc. Kurz:

Man kann einen Winkel in Bogenmass oder in Gradmass angeben)
(1) cos(a+2x) =cos(a)und sin(a +27) = sin(a) , da der Kreis genau 27 lang ist. (Der Radius
hat ja die Linge 1.)
(2) cos(—a) =cos(a) und sin(—a) = —sin(a) , durch Spiegelung an der x-Achse.
(3) cos(a) =—cos(z —a)und sin(a) = sin(z — a), durch Spiegelung an der y-Achse
(4) cos(a) =sin(a + 7z /2), durch Rotation um 7/2 im Gegenuhrzeigersinn.

(5) sin’*(a)+cos’(a) =1 da der Punkt (cos(a), sin(a)) auf dem Einheitskreis K um (0, 0) liegt
(Pythagoras!).

Vielleicht haben Sie in der Schule eine andere Definition vom Sinus und Cosinus gelernt, nimlich
das Verhaltnis zwischen gewissen Seitenlingen eines rechtwinkligen Dreiecks. Die Definition hat
aber den Nachteil, dass es nicht sofort klar ist, wie sin(a) und cos(a) fir Winkel grosser als 90°
oder fur negative Winkel zu definieren ist. Wir halten aber fest, dass unsere Definition am Fin-
heitskreis fir a e (0,7 /2) mit der Definition in einem Dreieck Ubereinstimmt.
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Folgende (spezielle) Werte lassen sich leicht ausrechnen. (Man teile z.B. ein gleichseitiges Dreieck
mit Seitenldnge 1 durch einzeichnen einer Seitenhalbierenden in zwei rechtwinklige Dreiecke. Ein
solches Teildreieck hat dann die Kathetenlidngen sin(z/6)=1/2 und cos(z/6) = V372 )

v |0 w/6 w/4 =w/3 )2
sin(z) [0 1/2  V2/2 V3/2 1
cos(z) |1 V3/2 V2/2 1/2 0

Weitere (beliebige) Werte erhilt man mit Hilfe des Taschenrechners. Dabei sollte man stets dar-
auf achten, ob der Taschenrechner im Gradmass(Degree)- oder Bogenmass(Radian)-Modus ein-
gestellt ist.

Merkregel: Fir Winkelberechnungen, etwa in einem Dreieck, ist mit Gradmass zu rechnen, fiir
alle weitere Berechnungen (vor allem solche die im Zusammenhang mit Graphen von trigono-
metrischen Funktionen stehen) ist mit Bogenmass zu rechnen. Der Grund ist, dass Sie dann auf
beiden Koordinatenachsen die gleichen Einheiten haben. Wir greifen diese Problematik spiter in
der Analysis wieder auf.

Mit der Interpretation in einem Dreieck lassen sich die Additionsformeln hetleiten:
sin(a = b) = sin(a) - cos(b) * cos(a) - sin(b)
und

cos(a £ b) =cos(a) - cos(b) F sin(a) - sin(b)

Insbesondere lisst sich daraus die Beziehung: sin(2a) = 2sin(a) - cos(a) herleiten.

¥
1 -
Aus Sinus und Cosinus lisst sich noch der Tangens definieren: . |8
0
. i A
sin(a ' —
tan(a) _ sin(a) -1 = 1t
cos(a)
i

diese Operation ist nur dann definiert, wenn cos(a) # 0 ist, wenn also ag {z/2+k -7|ke Z }

Ein Beispiel:

Der Anstieg einer Strasse ist der Tangens des Winkels, den die Strasse mit der horizontalen Ebene
einschliesst. Ein Anstieg von 5% heisst z.B., dass man sich bei jedem Meter, den man sich in hori-
zontale Richtung bewegt, 5cm in vertikale Richtung bewegt.

Also tan(a) = % 5
100

Will man den dazugehorigen Winkel a berechnen, so muss man mit der Umkehroperation arctan

«Arcus Tangens» rechnen: arctan(%j =2.86° (TR: [TAN-] und auf Gradmass umstellen. )
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4 REELLE FUNKTIONEN

Funktionen sind von fundamentaler Bedeutung in der Mathematik. In diesem Abschnitt be-
schrinken wir uns auf Funktionen f: D — IR, wobei D eine Teilmenge von IR ist, der Definiti-
onsbereich der Funktion. Eine solche Funktion ordnet jeder Zahl x in D eine eindeutig
bestimmte Zahl {(x) in IR zu, das Bild von x unter f.

Die Menge aller Bilder f(x), wobei x ganz D durchliduft, heisst der Bildbereich, oder auch Werte-
bereich von f. Zwei Funktionen f und g mit dem selben Definitionsbereich D, fiir welche
f(x) = g(x) fir alle Zahlen x in D gilt, werden als die gleiche Funktion betrachtet. Das heisst, dass
eine Funktion festgelegt ist, sobald das Bild jeder Zahl x vorgeschrieben ist.

Schreibweise:
f:D > 1R, xb f(x).

Wenn D endlich ist, so list sich f festlegen durch eine Tabelle, in der links die Elemente von D
aufgelistet sind, und rechts die entsprechenden Bilder.

Beispiel 1:
Wir betrachten die Funktion f:{-1, 0, 1, 2, 3} = IR, i+>i*+1 Diese wird festgelegt durch

die folgende Tabelle:

i @
-1 2
0 1
1 2
2 5
3 10

Man bemerke, dass jede Zahl links nur einmal vorkommen darf (weil ja jede Zahl nur ein Bild
haben darfl), wihrend rechts die gleiche Zahl durchaus 6fter vorkommen kann.

Wenn D unendlich ist, so kann man f nicht mehr durch eine Tabelle festlegen. In diesem Fall
muss man f durch eine Zuordnungsvorschrift festlegen. (Im Fall oben: I wird abgebildet auf

i*+1)

Um ecine Funktion anschaulich zu machen, vor allem y-hchse (Ordinate)
wenn D ganz IR oder etwa ein Intervall davon ist,
zeichnen wir ithren Graphen. Zu diesem Zweck zeich-

nen wir zwei senkrecht aufeinander stehende Achsen, | lL_Quadrant | |_Quadrant |
meistens x-Achse und y-Achse genannt, und wihlen in t 1 | , -

beiden Richtungen eine Einheitslinge (oft die gleiche 2

in beiden Richtungen, aber das ist kein Gesetz). Ein J‘ P

Paar (x, y) reeller Zahlen entspricht in dieser Figur dem |~ ¢ ® +# = =2 1o © 2 3 & 5 2
Punkt, den man findet, wenn man vom Schnittpunkt 1] ] F T 1T 1 1]
der beiden Achsen (dem Ursprung) x mal die x-

Einheitslinge in die x-Richtung geht, und y mal die y- | | Quadrant |
Einheitslinge in die y-Richtung. Dieser Punkt wird I '
dann auch mit (x, y) bezeichnet. Der Graph von f ist

jetzt die Menge aller Punkte (x, f(x)) mitx € D.

IV Quadrant |
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In der Literatur kommen verschiedene Schreibweisen fur Funktionen vor:

y=x"+1]; oder |f(x)=x"+1[; oder fix x*+1).

Beispiel 2:
# Zeichnen Sie den Graphen: f:xr> x> +1, mit D=[-2; 2.5]

Ax)

w
=
3

w
—
th
—

[
|-

Lésung zur Kontrolle:

Natiirlich werden heutzutage Grafikfihige TR und Computer als Hilfsmittel fiirs Zeichnen von
Graphen eingesetzt (und bei komplexeren Funktionen macht das durchaus Sinn). Es ist aber sehr
vorteilhaft und sehr oft praktisch die Graphen der gingigsten «Grundfunktionen» prisent zu ha-
ben; es geht nicht um einzelne Werte, sondern um den Verlauf des Graphen, um Definitionslii-
cken, etc...; kurz um eine qualitativ brauchbare Skizze. Hier eine Auflistung:

4.1 Die lineare Funktiony =m -x + q

Der Graph der Funktion y = 7 - x + ¢ ist im Koordinatensystem eine Gerade (lineare Funktion)
mit der Szeigung m, und dem Abschnitt g auf der y-Achse.

“f(X)
l P,
Y2
Ay
P,
Yif
Ax "= Ay _Y2™ N
/- Ax X, =X
I %q
X
X4 X
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Die Steigung m kann man mit Hilfe eines ( beliebigen! ) Steigungsdreiecks ablesen. Ist ein Steigungs-
dreieck durch zwei Punkte P, und P, auf der Geraden gegeben, so entspricht die Hohendifferenz
des Dreiecks der Differenz « y, — y,» der y-Koordinaten von P, und P, , und die Horizontaldistanz
des Dreiecks der Differenz « x, — x;» der x-Koordinaten von P, und P,. Dies erklirt die obige For-
mel!

Konkrete Beispiele:
Merke: Gleiche Steigung < Geraden sind parallel Merke: Negative Steigung = Gerade ist abfallend

'y f()()
| | 5 |

Lk

4.2 Quadratische Funktionen

Definition:

Eine Funktion der Form f(x) = ax®> + bx + ¢ (a#0) heisst eine quadratische Funktion.

Die Koeffizienten a, b und c sind Parameter, die fiir beliebige reelle Zahlen stehen. Die Zusatzbe-
dingung a# 0 ist notwendig, da sonst eine lineare Funktion f(x) = bx + ¢ definiert wire. Dagegen
diirfen sowohl b als auch ¢ den Wert 0 haben. Der Graph eine quadr. Funktion ist eine Parabel.

4.2.1 Die Scheitelform der Parabel

Definition:

Die Scheitelform einer Parabel lautet y =a (x—u)>+v.

Parabeln mit dieser Gleichung besitzen den sog. Scheitelpunkt S(u | v). Sie sind gegeniiber der

Normalparabel y = x> um u Einheiten in x-Richtung und um v Einheiten in y-Richtung verscho-
ben. Der Parameter a wirkt sich auf die Offnung aus.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion: 2 "‘

y=ux

y=x-32+2. T

Aus der Tatsache a=1 erkennen wir, dass die
Parabel dieselbe Offnung wie die Normalparabel

hat. >
y=(x-3)+2

Aus u=3 und v=2 erkennen wir, dass die Not-
malparabel um (+3) Einheiten in x-Richtung und "
um (+2) Einheiten in y-Richtung verschoben | X
wird. Der Scheitel liegt somit bei S(3 | 2): 2

—_—
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® Dutch quadratische Ergidnzung kann eine Parabelgleichung stets auf die Scheitelform ge-
bracht werden.

Zum Beispiel y = x?— 10x + 24:
y=x*—10x + 24 (Erginzen auf ein vollstindiges Quadrat mit dem Trick +1 und -1)

y=x2-10x+25-1
v=(x-52-1.

Allgemein gilt (ein Beweis folgt spiter in der Differentialrechnung):

® Der Graph der quadratischen Funktion
fiy=ax’+bx+c

ist die nach oben (a > 0) bzw. nach unten (a < 0) gedffnete, zu y = ax’ deckungsgleiche Parabel mit
dem Scheitel (u | v); wobei die Scheitelkoordinaten (u | v) aus den Koeffizienten a, b und ¢ zu

berechnen sind:

Dabei ist D = b* — 4ac die Diskriminante der quadratischen Funktion.
Merke: v ldsst sich auch einfach als f(u) berechnen.

4.3 Weitere «Grundfunktionen»

b (x) )

y=x"3 |

y >
>
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() o) /
/ 2
Wurzel (x)____d_
s — 4
LT
X
6 -4 2 0 4 6
o — X
- 3 4 2 0 2 4
b f(x) f(x)l

" X | X
-4 -2 4] 2 4 5 5 -4 2 o 2 4
10 fix)
6 6
4 4
Inx
.—'—_’—_—_
£ £ —
]
log x ]
I L~
I X X
2 o 2 8 10 2 o 2 4 i 10

4.4 Die Betragsfunktion

x, fallsx=>0

Wir betrachten die Betragsfunktion: f:IR— IR, x> |x| 3:{ falls x<0
-x, falls x

Man bemerke, dass |x| = \/x_2 ist. Die Zahl |x| (gelesen: Betrag von x) ist die Distanz von x zu Null
auf der Zahlengerade. Wir zeichnen den Graphen #:

A f()()

w

)

A B3
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Beispiel:
Wie 16sen wir die Gleichung |x - 1| -1= % ?

Methode 1: Grafisch
2 f(x)

4

w

[pe]

\ B3

-1

(x-D—-1=x-2, fallsx>1

Wir betrachten die Graphen von f:y = |x - 1| -1=
—(x—-1)-1=—x, fallsx<1

X
d g y==
gr=y

Wir suchen die Schnittpunkte der Graphen von f und g im obigen Beispiel; das sind die Punkte
die auf beiden Graphen liegen. Wenn ein Punkt P=(x, y) diese Eigenschaft hat, so gilt einerseits

y= |x - 1| —1 (weil P auf dem Graphen von f liegt), und andererseits y :% (weil P auf dem

X
2

Aus dem Graphen lassen sich somit die folgenden Losungen ablesen: x=0 und x=4.

Graphen von g liegt). Deshalb muss folgendes gelten: |x - 1| -1=

I~

Methode 2: Fallunterscheidung (also algebraisch) &

1. Fall: 2. Fall
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4.5 Wechselwirkung zwischen «Grafischem und Algebraischem»

In der Mathematik gibt es stets eine Wechselwirkung zwischen Geometrie (der Mathematik von
Punkten, Geraden, Parabeln, usw.) und Algebra (der Mathematik von Rechnen, algebraischen Aus-
dricken und Gleichungen). Ein Beispiel haben wir oben, beim Losen der Betragsgleichung gese-
hen. Die Losung einer Gleichung kann grafisch als Schnittpunkt betrachtet werden, oder rein alge-
braisch durch Umformungen berechnet werden. Es folgt eine Auflistung interessanter Wechselwir-
kungen:

4.5.1 Grafische Lésungsmoglichkeiten eines Gleichungssystems

| ® Fur die Lage der Geraden eines linearen 2-2-Gleichungssystems gibt es 3 Moglichkeiten.

1. Méglichkeit:
Sie schneiden sich in einem Punkt: Es existiert eine eindeutige Lésung.

Beispiel: _ 1y _

()2x+2y=14
(2)3x+2y=18

Nach y umgestellt:
Dy=—=x+7
2y=-15x+9

Demnach ist die Losung (4 | 3). Natiirlich han-

delt es sich hietbei um die Koordinaten des
Schnittpunkts.

2. Méglichkeit:
Sie liegen parallel zueinander: Es gibt keine Losung.

Beispiel- \

)8 +2y=6 \ \

(2) 2x + 0.5y = 0.5 3

Nach y umgestellt: \ \

DHy=-4x+3

@Qy=-4x+1 1

Die Steigung ist gleich, das konstante Glied ist \ \ X

verschieden. D.h. die Geraden sind parallel. ° \ \ 1\ : ]
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3. Méglichkeit:

22

Sie sind deckungsgleich (identisch): Es gibt unendlich viele Losungen.

Beispiel:

1) 4x + 2y = 10
2)3x+15y=75

Nach y umgestellt:
Hy=-2x+5
2)y=-2x+5

Die Geradengleichungen sind identisch.

Y

40 12&45

4.5.2 Zusammenhang zwischen quadr. Funktionen & quadr. Gleichungen

Quadratische Funktionen
y=f(x)=ax’+bx+c

Quadratische Gleichungen
0=ax’+bx+c

oder

D<0, alsolL={}

Wenn also die Funktionsgleichung

0 =ax’ + bx + ¢ keine Lésung hat, dann
hat die Funktion f(x) =ax’+ bx + ¢
keine Nullstellen, da f(x) nirgends den
Wert Null hat, und somit nirgends die
x-Achse schneidet. Umgekehrt gilt das-
selbel

x1 X X

X1

oder

D=0, alsolL = {x,}, mitx, = —2
2a

Wenn also die Funktionsgleichung

0 =ax"+ bx + ¢ genau eine Losung x,
hat, dann hat die Funktion

f(x) = ax’ + bx + ¢ genau eine Nullstelle
Xy, da nur f(x;) den Wert Null hat. Dies
ist gleichzeitig der Scheitelpunkt!
Beispiele solcher quadratischer Funktio-
nen wireny = (x — 1)’ und y = (x + 3)*.

oder

D>0, alsolL = {x,x,}

mit x,, = ﬂ, D =b*>-4ac

’ 2a
Wenn also die Funktionsgleichung
0 = ax’ + bx + ¢ zwei Lésungen x, und
X, hat, dann hat die Funktion
f(x) = ax” + bx + ¢ die zwei Nullstellen
x, und x, . An diesen Stellen ist der Funk-

tionswert jeweils 0.
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4.5.3 Die Nullstellen einer Funktion

Definition

Jede Stelle x, an der die Funktion f den Wert 0 annimmit, heisst eine Nullstelle der Funktion. Die
Berechnung der Nullstellen erfolgt also durch die Lésung der Gleichung f(x) = 0.

® Man vermeide den hiufigen Fehler die Nullstelle einer Funktion mit dem Funktionswert von f an der
Stelle Null zu verwechseln!

Nullstelle < Losungswert x der Gleichung f(x) = 0. (befindet sich auf der x-Achse!)
Hingegen:

f(0) & Ausgabewert fiir die spezielle Eingabe x = 0. (befindet sich auf der y-Achse!)

® Graphisch betrachtet, sind also die Nullstellen einer Funktion nichts anderes als die Schnitt-
punkte des Graphen mit der x-Achse.

Dazu zwei Beispiele:

\ Ay=f(x) ty=fx)
\ T 1
1 N 1
N\ x X
ENY 1 2 3\4 5 1 0 1 2 3 4 5
| | \\ | | I I I B
Nullstellen: x,=-1, x,=1 und x,=3.4 Diese Funktion hat keine Nullstellen.
Frage:

Wieso spielen die Nullstellen einer Funktion eine so besondere Rolle?

Antwort:

Nullstellen zu berechnen, bedeutet nichts anderes, als eine Gleichung (die gleich Null gesetzte Funkti-
onsgleichung) zu 16sen. Bei komplizierten Gleichungen, die man durch Umformen nicht l6sen kann
(vgl. Gleichungen 5. oder héheren Grades), bietet die Skizze des Graphen (diese kinnen wir durch
Aufstellen einer Wertetabelle immer anfertigen) einen Uberblick tiber die Anzahl und die approximative
Lage der Losungen (Schnittpunkte des Graphen mit der x-Achse betrachten). Dieselben Ubetlegungen gel-
ten natiirlich auch fir die Bestimmung der Schnittpunkte zweier Graphen.

Beispiel 1:
Gesucht sind die Lésungen der Gleichung 0= x> —4x” +1.

Die Antwort vorne weg: Die Losungen lauten x; =—0.4728...; x, =0.5374..., x; =3.9354.... Sie
wurden mit Hilfe eines grafikfahigen TR ermittelt. Doch welche Idee steckt dahinter?

Nun, der Taschenrechner 16st dieses und dhnliche Probleme durch einen entsprechenden Algo-
rithmus (=Rechenverfahren, das nach endlich vielen eindeutig festgelegten Schritten die Losung
eines gegeben Problems liefert). Ein Rechenverfahren das sich gut illustrieren ldsst, ist das Inter-
vallhalbierungsverfahren:
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Zunichst zeichnen wir den Graphen der Funktion

410 F)=x"—4x>+1.

Die gesuchten Losungen entsprechen den
Nullstellen (NST) des Graphen. Man sieht zum
Beispiel, dass im Intervall [0 ; 1] eine NST in der

\ Bo

5 Nihe von x = 0.5 liegt. Wir setzen in die
Funktionsgleichung ein:

£(0.5)=+40.125 und f(0.6)=-0.224.
Also liegt die NST im Intervall [0.5 ; 0.6].

Wir setzen 0.55 ein: f(0.55) =—-0.04363.

Also liegt die NST im Intervall [0.5 ; 0.55]. Wir
haben somit das obige Intervall halbiert.

Nun fihrt man so fort, bis man die erwiinschte
Genauigkeit der NST erreicht: x, = 0.5374...

Bemerkung: Dieser Algorithmus ist zwar sehr
anschaulich, braucht aber viele Rechenschritte.
Effizienter wire hier das sog. Newton-Verfahren.

Beispiel 2:

Man zeichne die Graphen ins gleiche Koordinatensystem und man bestimme durch Ablesen die
Schnittpunkte: k& : x> sin(x) und [:x+>log(x), mit Definitionsbereich D = (0, ).

® Bevor wir loslegen eine wichtige Bemerkung:
Da sich beide Funktionen aufs gleiche Koordinatensystem beziehen, ist es wichtig, dass wir in Bo-
genmass rechnen und somit auf beiden Achsen gleiche Einheiten haben (Einheitskreis!). Wiirde

man trotzdem in Gradmass rechnen, hitte man zum Beispiel an der Stelle x=1" den Ausdruck
y =log(1"), was keinen Sinn macht! Tipp: Sollte Ihr grafikfihiger TR eine ganz flache Sinuskurve
zeichnen, dann stellen Sie auf RADIAN um! &

1 A f(X)
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Die genauen Koordinaten der Schnittpunkte lassen sich in diesem Fall nicht durch Umformungen
finden. Hier sind wir auf die Hilfe des TR angewiesen, welcher durch einen Algorithmus (z.Bsp.
durch eine Intervallschachtelung) die (irrationalen) Lésungen auf einige Dezimalstellen genau an-

gibt.

Zur Kontrolle seien hier die Schnittpunkte auf 3 Dezimalstellen genau angegeben.
S,(2.696 | 0.431);  S,(7.328 | 0.865);  S;(8.264 | 0.917).

Beispiel 2: 7
Man I6se (rechnerisch) die Gleichung cos(x) =sin(x) nach x auf.

4.6 Ungleichungen

Bis jetzt haben wir uns nur um Gleichungen gekimmert, deren Losungen den x-Koordinaten
von Schnittpunkten zweier Graphen entsprachen. Man méchte aber auch oft wissen, welche
Teile des Graphen einer Funktion f unter dem Graphen einer anderen Funktion g liegen. Das
entsprechende algebraische Objekt ist die Ungleichung

f(x)<g(x) oder f(x)<g(x),
je nachdem, ob die Schnittpunkte der Graphen mitgezahlt werden sollen, oder nicht.

Auch Ungleichungen kann man umformen, aber man muss besser aufpassen als bei Gleichungen
(wie schon gestern beim Losen von linearen Ungleichungen gesehen).

Es gibt, grob gesagt, zwei Losungswege fiir Ungleichungen f(x)< g(x):
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Entweder man achtet gut darauf, dass man immer nur etlaubte Umformungen anwendet (et-
wa: Addition der gleichen Zahl auf beiden Seiten, Multiplikation mit einer positiven Zahl, oder
Multiplikation mit einer negativen Zahl zusammen mit der Umkehrung des Zeichens);

oder man berechnet zunichst die Schnittpunkte der beiden Graphen, und wihlt dann in jedem
Intervall zwischen diesen Schnittpunkten ein x, mit dem man priift, welcher Graph oben liegt.

Beispiel 2:
Man 16se die Ungleichung % + % > |x - 4| —-1.

Mit der ersten Methode gehen wir wie folgt vor: Wir machen eine Fallunterscheidung:

1.Fall: x-4<0&e x<4. 2Fal: x—4>0= x>4.
x 3 x 3
4> - —+=2>2x-4-1
+=2>2—-x+4-1 s

x 3 x 3
—+=2-x+3 —+—=2=2x-5
5750 55
x+32-5x+15 x+3>25x-25
6x2>12 28> 4x

x22 72x

I, =[2;4]. IL,=1[4,7].

Die Gesamtlosung ist die Vereinigung der beiden Intervalle: IL = [2 5 7].

Bei der zweiten Methode zeichnen wir die Graphen von f: y= g +§ und g y= |x— 4| —1lin

dasselbe Koordinatensystem und schauen, in welchem Intervall (also fiir welche Werte x) der
Graph von f oberhalb des Graphs von g verlduft.

Y

Es ldsst sich das Intervall IL. = [2 ; 7] ablesen.

® Mit dieser Methode lassen sich nun auch Bruchungleichungen effizienter 16sen! (Siche Montags-
Skript .) Hier wird der Nutzen eines grafikfahigen TR ersichtlich.
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4.6.1 Quadratische Ungleichungen
Quadratische Ungleichungen hingen eng mit quadratischen Gleichungen und quadratischen Funk-

tionen zusammen.

Musterbeispiel: Man 16se die quadratische Ungleichung % x*+2x +% >0.

Wir berechnen die Nullstellen der Funktion Wir skizzieren den Graphen von f (x) = %xz +2x +%

Es gilt die folgende Gleichung zu 16sen: Wegen q = 1 >0, ist die Parabel nach oben ge-
2
offnet. Die Nullstellen kennen wir ebenfalls; also

1, 3
—x +2x+==0- ) T
2 2 kénnen wir den Graphen skizzieren:

Wir berechnen zunichst die Diskriminante: $1(x)

Ded—g. L34 124
22 4 \ /

Bet -1 und bei -3 haben wir also eine Nullstelle.

@ Die folgende Ubetlegung ist nun entscheidend:

Da die Parabel nach oben geoffnet ist und zwei Nullstellen besitzt, haben die Parabelpunkte zwi-
schen den Nullstellen negative y-Koordinaten und die in den beiden Aussenbereichen positive y-
Koordinaten.

Zusammenfassend bedeutet dies:

Fiir die Zahlen x = -3 und x = -1 gilt: f(x)=Ls2 42,42 =0.
2 2

Fir jede Zahl x aus dem Intervall (-3;-1) gilt: f£(x)= 1 2+ 2x +§ <0.
2 2

Fiir jede Zahl x aus dem restlichen Bereich 1R\ [-3; -1] gilt: f(x)= 1 242 x+§ > 0.
2 2

Die Lésungsmenge der quadratischen Ungleichung 1 X +2x+ 3 >0 ist somit IL =1R \ [-3;-1].
2 2
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4.6.2 Das Losen von Ungleichungen mittels Vorzeichentabelle

Wir illustrieren diese Methode anhand des folgenden Beispiels: 4 <2
x

Schritt 1: Man formt so um, dass auf einer Seite der Ungleichung nur noch 0 steht:

Yot scpa i
X X X

<0

Zur Erinnerung:
—-2x

4
Die Ungleichung <0 zu «6sen», bedeutet alle Zahlen zu bestimmen, die fiir x eingesetzt,

X
eine wahre Aussage ergeben. Die linke Seite soll also jeweils negativ, oder gleich Null werden.

Die «nteressanten Zahlen» in der Ungleichung sind 2 und 0. (Fir x = 2 wird der Zihler 4 —2x
gleich Null. Far x = 0 haben wir eine Definitionslicke.) Nachdem wir iiber die Grenzen x = 0 und
x = 2 bescheid wissen, brauchen witr noch den Bereich zwischen diesen Grenzen und ausserhalb
dieser Grenzen zu untersuchen: Dann haben wir alle méglichen Zahlen x untersucht!

Fir die Untersuchung dieser Bereiche stellen wir eine Vorzeichentabelle auf:

Schritt 2: Aufstellen der Vorzeichentabelle: 7

Zahler 4—-2x + + -

Nenner X - + +

Bruch 4-2x

Aus der untersten Zeile kénnen wir nun die Loésungsmenge ablesen:

4-2x

Die Ungleichung <0 wird fir die folgenden Zahlen x erfillt:

| Schritt 3: Losungsmenge angeben:

IL = {xe IR | x<0oder x22} = (=00, 0) U[2, +e0)

Anspruchsvollere Aufgaben dieses Typs lassen sich auf analoge Weise 16sen (siche Ubungen)!



