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Capitolo 1

Introduzione

In questa tesi studio un tipo partiolare di teoria di ampo topologia detta

teoria BF .

In generale una teoria di ampo topologia �e una teoria di ampo quanti-

stia he all'invarianza per di�eomor�smi

1

della funzione di partizione e dei

valori di aspettazione delle sue osservabili unise l'indipendenza dalla me-

tria. A di�erenza della gravit�a quantistia, dove la metria parteipa alla

dinamia, qui essa �e un ampo esterno da ui la teoria risulta indipendente.

Le teorie di ampo topologihe Le teorie di ampo topologihe sono

partiolarmente interessanti poih�e sono un esempio di teorie di ampo non

banali, he in generale non devono essere rinormalizzate

2

e he spesso possono

1

Nella letteratura matematia si distingue tra invarianti topologii e invarianti lisi

(smooth); i primi sono legati all'invarianza per omeomor�smi [onnessi all'identit�a℄ mentre

i seondi a quella per di�eomor�smi [onnessi all'identit�a℄. Una teoria di ampo topologia

dunque produe invarianti lisi e non topologii.

�

E la oinidenza di invarianti topologii

e lisi in tre dimensioni (dove le teorie topologihe hanno ominiato ad essere studiate),

la ausa dell'abuso di linguaggio usato in �sia.

2

La rinormalizzabilit�a delle teorie di ampo �e legata alla divergenza degli integrali negli

sviluppi perturbativi. Poih�e una teoria topologia �e indipendente dalla metria, i onetti

di punti in�nitamente viini, da ui nasono le divergenze ultraviolette, o in�nitamente

lontani, da ui nasono le divergenze infrarosse, perdono signi�ato. Peri�o in generale non

�e neessario e�ettuare rinormalizzazioni in una teoria topologia ome in un'usuale teoria di

ampo quantistia. Equivalentemente possiamo dire he i valori di aspettazione nelle teorie

di ampo topologihe possono essere solo quantit�a he sono invarianti lisi (o topologii)

della variet�aM dove la teoria di ampo �e de�nita o invarianti di sottovariet�a immerse inM .

Si pu�o pensare ad una onnessione tra teorie �sihe e teorie topologihe, assumendo he le

3



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 4

essere risolte esattamente. Queste teorie sono anhe di grande interesse per la

matematia, in partiolare per la topologia delle variet�a di basse dimensioni,

in quanto permettono di esprimere invarianti topologii (o lisi) onosiuti

attraverso espressioni analitihe, ovvero attraverso gli integrali dello sviluppo

perturbativo. Inoltre nuovi invarianti possono essere ostruiti a partire dalle

teorie di ampo topologihe.

Bisogna tuttavia osservare, a questo proposito, he l'integrale funzionale,

su ui si basa la quantizzazione delle teorie topologihe, non �e rigorosamente

de�nito da un punto di vista matematio. Il he signi�a he, in matematia,

i risultati ottenuti devono spesso essere sottoposti a prove rigorose alterna-

tive, le ui linee generalmente sono suggerite dai metodi stessi della teoria

di ampo. Quindi le teorie di ampo topologihe svolgono il ompito essen-

ziale di suggerire nuove formule e di aprire nuove prospettive per il alolo

rigoroso degli invarianti topologii. Il risultato omplessivo �e un'interazione

estremamente artiolata e pro�ua tra �sia e matematia.

Le teorie topologihe sono teorie di gauge il ui tensore energia-impulso

(la derivata della Lagrangiana rispetto alla metria) �e Q-esatto, dove Q �e

un operatore nilpotente Q

2

= 0,

3

detto operatore BRST. Dire he il tensore

energia-impulso �e Q-esatto signi�a dire he l'aoppiamento della teoria

on la gravit�a �e banale e he la teoria non dipende dalla metria. Vi sono

essenzialmente due situazioni in ui i�o si veri�a; le osidette teorie alla

Shwarz e le teorie di tipo oomologio.

� Le teorie alla Shwarz sono teorie di gauge on azione lassia indipen-

dente dalla metria (e dunque on tensore energia-impulso lassia-

mente nullo). Per quantizzare, tuttavia, bisogna �ssare il gauge e i�o

rihiede l'introduzione di una metria. I termini he si debbono aggiun-

gere all'azione sonoQ-esatti, dove Q �e l'operatore BRST [14℄[70℄. Quin-

teorie �sihe siano limiti di bassa energia di teorie topologihe rotte. In altri termini nel

limite di alta energia, dove la non rinormalizzabilit�a ostituise in generale un problema,

le teorie �sihe dovrebbero essere sostituite da teorie topologihe (�nite). Le in�nite

ostanti di aoppiamento he ompaiono nelle teorie non rinormalizzabili dovrebbero

essere assorbite in uno dei ampi della orrispondente teoria topologia.

3

Poih�e Q �e nilpotente, esso de�nise una oomologia. In questo ontesto un elemento

T di uno spazio lineare (o di un gruppo abeliano) su ui Q agise �e per de�nizione Q-hiuso

se QT = 0 e Q-esatto se esiste un t tale he T = Qt. Ovviamente se T �e Q-esatto �e anhe

Q-hiuso ma non �e detto il vieversa. I gruppi (o gli spazi) di oomologia sono de�niti

dallo spazio dei T hiusi modulo i T esatti.
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di il tensore energia-impulso quantistio �e Q-esatto, io�e non anomalo.

Ci�o �e suÆiente perh�e i valori di aspettazione di osservabili invarianti

per trasformazioni di gauge, e quindi Q-hiuse, siano indipendenti dal-

la metria (v. Sez. 2.1 per la dimostrazione). Ovvero l'invarianza per

di�eomor�smi, rotta dalla �ssazione del gauge, �e reuperata grazie alla

simmetria BRST quantistia. Esempi di queste teorie sono la teoria

BF [64℄ e la teoria di Chern{Simons [75℄.

� Le teorie di tipo oomologio sono teorie supersimmetrihe non manifes-

tamente indipendenti dalla metria la ui azione �e tuttavia Q-esatta.

Ci�o implia he anhe il tensore energia-impulso �e Q-esatto e he quindi

i valori di aspettazione di osservabili Q-hiuse sono indipendenti dalla

metria. Queste teorie risultano indipendenti anhe dal valore della

ostante di aoppiamento. In queste teorie i fermioni he generano

la supersimmetria hanno spin intero (questo �e l'e�etto del osiddet-

to twisting) e quindi assomigliano molto ai ghost he, in una teoria

di gauge, vengono introdotti a seguito della rottura dell'invarianza di

gauge stessa.

�

E dunque legittimo domandarsi se tutte queste teorie

possano essere viste ome derivanti dalla rottura di teorie di gauge. Il

primo esempio di teorie di questo tipo �e dato nella Ref. [73℄.

In questa tesi onsiderer�o solo teorie del primo tipo: in partiolare la teoria

di Chern{Simons, Cap. 2, e la teoria BF , Capp. 3 e 4.

La teoria di Chern{Simons La teoria di Chern{Simons [75℄, v. Cap. 2,

rappresenta il primo esempio di teoria topologia alla Shwarz in ui �e pos-

sibile onsiderare, aanto alla funzione di partizione (he d�a un invariante

topologio della variet�a M su ui la teoria �e de�nita), anhe i valori di as-

pettazione di osservabili (le Wilson loop) assoiate a urve hiuse C immerse

(\imbeddeded") inM . L'azione della teoria di Chern{Simons e laWilson loop

si srivono

S

CS

[A;M ℄ :=

k

4�

Z

M

Tr

�

A ^ dA+

2

3

A ^ A ^ A

�

;

W

R

(C) := Tr

R

Hol(C; x

0

);

dove M �e una variet�a di tridimensionale e A �e una onnessione su M a

valori nell'algebra di Lie di un gruppo G (generalmente G = SU(N) o G =
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SO(N)). Il simbolo Hol denota l'olonomia di A lungo la urva hiusa (nodo)

C on punto base x

0

e R �e una rappresentazione del gruppo di struttura G.

L'espressione analitia dell'olonomia �e data da

Hol(C; x

0

) = P exp

I

C

A;

dove P exp india l'esponenziale ordinato seondo il ammino.

A questo proposito useremo il termine nodo per indiare le lassi di equiv-

alenza di urve hiuse inM (ovvero gli imbedding di S

1

nello spazio ambiente

M). Due urve qui sono equivalenti, quando sono mandate una nell'altra da

trasformazioni di M onnesse all'identit�a

4

. Indiheremo ol termine \link"

una ollezione di tali urve non interseantesi (imbedding di S

1

[S

1

[� � �[S

1

in M) sempre de�nite a meno di trasformazioni di M onnesse all'identit�a.

La teoria di Chern{Simons dunque produe invarianti di 3-variet�a e di

nodi o link in 3-variet�a.

�

E neessario notare, tuttavia, he a livello quantistio la simmetria BRST

non �e suÆiente a garantire l'indipendenza dalla metria. Infatti nella teoria

quantistia di Chern{Simons �e neessario proedere a diverse regolarizzazioni

(non indipendenti dalla metria), he omportano [75℄:

1. l'assegnazione di un framing alla 3-variet�a M , io�e la selta di una

lasse di omotopia di banalizzazioni del �brato tangente TM

2. l'assegnazione di un framing al nodo ontenuto in M , io�e la selta di

una sezione mai nulla del �brato dei vettori normali al nodo in M .

Inoltre nello sviluppo perturbativo ompaiono termini Q-esatti. Questi ter-

mini, per alune selte del gauge (gauge assiali), non possono essere eliminati

ordine per ordine.

Il problema del framing (o dei framing) i segnala he gli invarianti topo-

logii ostruiti attraverso la teoria quantistia di Chern{Simons sono in realt�a

invarianti di nodi o di 3-variet�a on framing. Oorre io�e determinare l'e�et-

to della variazione di framing prima di poter parlare di invarianti topologii

a tutti gli e�etti. Quello he risulta �e he il omportamento degli invarianti

4

Per abuso di linguaggio, useremo spesso il termine nodo anhe per indiare un

rappresentativo di tale lasse di equivalenza.
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di Chern{Simons sotto un ambio di framing �e \benigno", io�e he �e e�eti-

vamente possibile riostruire invarianti topologii di 3-variet�a (invarianti di

Jones generalizzati [62℄[67℄[75℄).

Bisogna qui notare he la relazione on le teorie onformi mostra he �e

neessario, nella ostruzione degli invarianti di ui sopra, sostituire la ostante

di aoppiamento k (he �e quantizzata a ausa della non invarianza della

teoria per trasformazioni di gauge non onnesse all'identit�a) on k+

v

, dove 

v

�e il Casimir quadratio della rappresentazione aggiunta. Come onseguenza

l'analitiit�a in k della teoria �e espliitamente rotta; i�o ha ovviamente delle

onseguenze sugli sviluppi perturbativi in 1=k.

Tali sviluppi, onsiderati per la prima volta nel gauge ovariante (di Lan-

dau) nelle Re�. [41℄ e [10℄, sono molto importanti perh�e permettono, in

linea di prinipio, di esprimere i oeÆienti dei polinomi di Jones in termini

di integrali di linea su opie dei nodi. In tali sviluppi dobbiamo tener onto

essenzialmente di due diÆolt�a:

1. interpretare lo shift k ! k + 

v

nel quadro dello sviluppo perturbativo

2. veri�are he la struttura oomologia dell'operatore Q e l'invarianza

per di�eomor�smi siano mantenute.

Riguardo al primo punto le opinioni sono molto diverse. Aluni autori

[59℄[5℄[54℄[39℄ erano di reuperare lo shift on proedure ad ho nello svilup-

po perturbativo. L'approio seguito in questa tesi �e piuttosto quello di on-

siderare lo shift ome un e�etto non perturbativo [41℄. Questo �e oerente

on il punto di vista seondo ui lo shift �e una onseguenza della non invari-

anza dell'azione di Chern{Simons per trasformazioni di gauge non onnesse

all'identit�a, he non possono essere onsiderate nel ontesto perturbativo. Vi

sono inoltre lavori he mostrano l'esistenza di una struttura supersimmetria,

soggiaente alla teoria di Chern{Simons, he oinvolge la onnessione A ed

i ghost; la forma dei generatori di questa supersimmetria dipende da ome

viene �ssato il gauge (nelle Re�. [33℄, [18℄ e [51℄ sono disussi, rispettivamente,

il aso del gauge ovariante, del gauge assiale e di un gauge interpolante tra i

primi due), ma �e sempre suÆiente a garantire la �nitezza della teoria senza

ulteriori orrezioni.

La seonda diÆolt�a non permette di �darsi degli sviluppi perturbativi

e rihiede di veri�are espliitamente he i risultati siano degli invarianti

topologii, v. Ref. [10℄. Il fatto he nel gauge ovariante l'invarianza per
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di�eomor�smi non sia rotta pu�o essere visto ome un e�etto della supersim-

metria N = 2 [33℄ soggiaente alla teoria; i termini Q-esatti possono essere

eliminati poih�e i termini di \bordo" dello spazio funzionale delle onnessioni

e dei ghost si anellano a vienda. Ci�o non avviene

5

nel aso di gauge assiali

in ui la supersimmetria �e rotta a N = 1.

Nell'ambito perturbativo esiste in�ne una tenia generale he si rivela

molto utile per studiare le aratteristihe dei valori di aspettazione delle osser-

vabili, prima anora di e�ettuare espliitamente i aloli perturbativi. Ques-

ta tenia �e il osiddetto \alolo variazionale" [30℄ he permette di trattare,

nel formalismo funzionale, le deformazioni delle urve su ui sono de�nite le

osservabili. Poih�e questa tenia si basa su di un'integrazione per parti nel-

l'integrale funzionale, la sua validit�a si basa sull'annullamento dei ontributi

di bordo e quindi, in ultima analisi, sull'esistenza di una supersimmetria

suÆientemente elevata. Questa tenia permette inoltre di onsiderare de-

formazioni singolari delle urve e quindi di dedurre le \relazioni di matassa

(skein)" (2.49), (A.7), (A.13) e (A.14), he portano al rionosimento degli

invarianti.

La teoria BF La teoria BF , v. Capp. 3 e 4, �e il primo tipo di teoria

alla Shwarz onsiderato nella letteratura [64℄ (v. anhe la Ref. [16℄). Essa

ha ome azione

S

BF

[A;B;M ℄ :=

1

2�

Z

M

d

TrB ^ F;

doveM

d

�e una variet�a di dimensione d, F �e la urvatura di una onnessione A

su M a valori nell'algebra di Lie di un gruppo G (generalmente G = SU(N)

o G = SO(N)), e B �e una (d� 2)-forma a valori nella stessa algebra di Lie.

La teoria BF in linea di prinipio �e de�nibile in ogni dimensione, mentre la

teoria di Chern{Simons esiste solo in tre dimensioni.

La teoria BF ha altri vantaggi rispetto alla teoria di Chern{Simons. Pri-

ma di tutto poih�e �e una vera teoria di gauge, in ui l'azione �e invariante

anhe per trasformazioni non onnesse all'identit�a, il he elimina gli e�etti

5

Questi gauge non sono mai stati studiati nel aso della teoria di Chern{Simons (fatta

eezione per la Ref. [37℄, dove si mostra he la quantizzazione nel gauge di ono lue

porta naturalmente all'equazione di Knizhnik{Zamolodhikov [48℄), a ausa delle ambigu-

it�a ui porta la regolarizzazione. Se intendiamo gli sviluppi perturbativi in questo gauge

ome quelli he otteniamo nell'ambito della teoria BF , allora i valori di aspettazione non

produono dei veri invarianti, ome sar�a disusso pi�u avanti.
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non perturbativi he a�iggono la teoria di Chern{Simons. Inoltre poih�e

essa �e una vera teoria topologia in ogni dimensione [16℄ e, nel aso parti-

olare delle tre dimensioni, a di�erenza della Chern{Simons non rihiede un

framing per la variet�a su ui �e de�nita. In�ne la teoria BF �e direttamente

ollegata a teorie �sihe. In tre dimensioni on gruppo SO(3) essa �e la teoria

della gravit�a quantistia eulidea [74℄. In generale poi la teoria BF �e ra-

gionevolmente onnessa alla teoria di Yang{Mills nel limite in ui la ostante

di aoppiamento va a zero [24℄. In�ne, nel aso abeliano,

6

la teoria BF �e

stata usata per bosonizzare sistemi fermionii in ogni dimensione [36℄.

In tre e quattro dimensioni esistono anhe altri tipi di teorie BF le ui

azioni sono date da

g

S

BF

[A;B;M

3

℄ =

Z

M

3

Tr

 

B ^ F +

�

2

3

B ^B ^B

!

;

g

S

BF

[A;B;M

4

℄ =

Z

M

4

Tr

 

B ^ F +

�

2

2

B ^B

!

:

Le teorie orrispondenti sono dette teorie BF on termine osmologio, os��

hiamato perh�e in tre dimensioni esso orrisponde al termine osmologio

della gravit�a quando si lavora ol gruppo SO(3).

Sinora tuttavia l'utilit�a della teoria BF �e stata gravemente limitata dalla

mananza di osservabili non banali. Queste osservabili sono state introdotte

di reente nelle Re�. [31℄ e [25℄ rispettivamente in quattro e tre dimensioni.

In questa tesi si studiano le osservabili anhe nel aso di teoria BF on

termine osmologio. Nelle teorie BF tridimensionali (on o senza termine

osmologio) le osservabili sono assoiate a nodi e link. In quattro dimensioni

invee le osservabili sono assoiate 2-sfere immerse in M

4

. La desrizione

dettagliata di queste osservabili �e pi�u omplessa he nel aso di Chern{Simons

e per questo si rinvia alla Sez. 4.2.

Uno degli obiettivi prinipali di questa tesi �e quello di studiare il signi�ato

topologio dei valori di aspettazione delle osservabili nelle varie teorie BF . In

partiolare si mostra he la teoria BF on termine osmologio oinide, a liv-

ello perturbativo, on la teoria di Chern{Simons e quindi fornise i polinomi di

Jones generalizzati. La struttura supersimmetria presente anhe in questo

6

Nel aso non abeliano (G = SU(2)), la teoria BF �e stata usata per la bosonizzazione

di sistemi bidimensionali [20℄.

�

E interessante notare he in questo ontesto si debbono

usare delle osservabili analoghe a quelle introdotte in dimensione pi�u alta [31℄[25℄.
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aso [53℄ garantise la non rinormalizzazione della ostante di aoppiamen-

to a livello perturbativo. Tuttavia l'assenza di e�etti non perturbativi rende

la teoria veramente �nita e analitia nella ostante di aoppiamento, he

non �e soggetta ad aluno shift. Come nella teoria di Chern{Simons anhe

nella teoria BF �e neessario regolarizzare le osservabili on un framing per

i nodi; in maniera molto naturale, tuttavia, il framing pu�o essere introdotto

direttamente nelle osservabili anzih�e nello sviluppo perturbativo ome nel

aso della teoria di Chern{Simons. Tutte queste aratteristihe permettono

di studiare in dettaglio gli sviluppi perturbativi ompresi quelli in ui si �ssi

il gauge in maniera singolare, ome aade nel aso di gauge assiali. Ci�o per-

mette di ottenere i oeÆienti dei polinomi di Jones [45℄ e HOMFLY [34℄ in

tre di�erenti modi:

1. nel gauge ovariante in termini di integrali multipli su opie del nodo

(ome nelle Re�. [41℄ e [10℄);

2. nel gauge di ono di lue omplessi�ato in termini di olonomie di

onnessioni di Knizhnik{Zamolodhikov [48℄ (integrali di Kontsevih

[50℄[11℄);

3. nel gauge assiale in termini di opportuni tensori (4.117) on indii or-

rispondenti agli inroi he ompaiono nella proiezione del nodo sul

piano ortogonale alla direzione selta per �ssare il gauge [23℄.

Il legame tra i primi due approi non era stato sinora hiarito,

7

mentre il

terzo ostituise una novit�a. Tuttavia, ome gi�a ho osservato nel aso della

teoria di Chern{Simons, lo sviluppo perturbativo pu�o rompere la struttura

BRST della teoria e di onseguenza l'invarianza per di�eomor�smi. Ci�o non

aade nel aso del gauge ovariante, dove la supersimmetria N = 2 sog-

giaente �e suÆientemente ampia a garantire la ompensazione di e�etti di

\bordo". Nel aso dei gauge assiali, invee, dove la supersimmetria �e rotta

a N = 1, parte dell'invarianza �e persa. Le \mosse proibite" hanno tuttavia

un'interpretazione geometria. Nel aso del gauge di ono di lue omplesso,

dove il nodo �e rappresentato in termini di una funzione di Morse, le mosse

proibite (�g. 7) orrispondono a ambiare in maniera singolare tale funzione.

7

Se si lavora nel ontesto della teoria di Chern{Simons, le regolarizzazioni neessarie

a de�nire lo sviluppo perturbativo nel gauge di ono di lue non permettono di dare un

signi�ato rigoroso a questo legame.
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Nel aso del gauge assiale (reale), dove il nodo �e rappresentato in termini del-

la sua proiezione sul piano normale alla direzione usata per �ssare il gauge,

le mosse proibite (�g. 12) orrispondono a ambi singolari di proiezione.

�

E

in ogni aso possibile alolare esattamente l'e�etto di queste mosse proibite,

il he permette di ostruire dei veri invarianti.

Il aso della teoria BF senza ostante osmologia [25℄ �e partiolarmente

interessante e non rionduibile alla teoria di Chern{Simons. In questo a-

so si ottiene il polinomio di Alexander{Conway [1℄[29℄, he orrisponde ad

un limite singolare dei polinomi di HOMFLY. Tale polinomio non �e legato

ai gruppi quantii e, a di�erenza del polinomio di HOMFLY, ha un hiaro

signi�ato topologio.

8

Un risultato notevole di questa tesi, v. anhe [25℄, �e he

viene trovata per la prima volta una relazione tra una teoria quantistia di ampo

ed il polinomio di Alexander{Conway.

In tutte le teorie BF (on o senza termine osmologio) �e possibile inoltre

de�nire un \alolo variazionale", valido se si usano gauge non singolari. Tale

alolo permette di mostrare l'invarianza per di�eomor�smi e di dedurre

la \relazione di matassa". Quando si lavora on i gauge assiali la tenia

del alolo variazionale non �e disponibile; tuttavia �e possibile dimostrare

direttamente quali sono le mosse proibite, qual �e il loro e�etto e qual �e la

relazione di matassa.

La onlusione di questa tesi �e he le teorie BF in tre dimensioni on oppor-

tune osservabili produono tutti gli invarianti di nodi orientati disponibili oggi.

Questo non �e vero per la teoria di Chern{Simons.

Ulteriori appliazioni del formalismo della teoria BF , he non disuto

in questa tesi, sono legate allo studio dei polinomi di Donaldson{Witten

[32℄[73℄[76℄ in quattro dimensioni [24℄ (in tre dimensioni i si aspetta invee

una relazione on l'invariante di Casson) ed allo studio del settore topologio

della gravit�a in tre e quattro dimensioni [26℄.

Piano della tesi

Nel apitolo 2 desrivo la teoria di Chern{Simons. Mi so�ermo sulla quantiz-

zazione anonia [75℄, he porta al rionosimento degli invarianti, e sulla teo-

ria perturbativa nel gauge ovariante [41℄[10℄, he porta a formule analitihe

8

Se M = S

3

il polinomio di Alexander �e onnesso all'omologia del rioprimento ilio

del omplemento del nodo. Non esistono simili interpretazioni per i polinomi di Jones e

HOMFLY.



CAPITOLO 1. INTRODUZIONE 12

per il alolo espliito degli invarianti stessi. Aenno anhe ai gauge assiali

[37℄, poo onsiderati nella letteratura, ed al osiddetto alolo variazionale

[30℄.

Nel apitolo 3 passo in rassegna quanto �nora si onose sulle teorie BF

senza osservabili [64℄[16℄, sia nel aso abeliano he in quello non abeliano.

Aenno anhe alla relazione on la gravit�a in 2 + 1 dimensioni [74℄.

Il apitolo 4 tratta le teorie BF non abeliane in presenza di osservabili. Esso

ostituise la parte originale di questa tesi, i ui risultati sono frutto di una ol-

laborazione on M. Martellini e on P. Cotta{Ramusino, ai quali si aggiunge J.

Fr�ohlih per le pagine riguardanti lo studio dei gauge assiali [23℄. In tale apitolo

�e disussa la ostruzione generale delle osservabili ed �e a�rontata, in maniera

esauriente, la tenia del alolo variazionale. Nella seonda parte vi disuto

la teoria BF on termine osmologio, he mostro essere legata alla teoria

di Chern{Simons, non solo nel gauge ovariante ma anhe in quelli assiali;

ne seguono os�� relazioni tra gli invarianti tipo GMM [41℄, gli integrali di

Kontsevih [50℄ ed aluni nuovi invarianti di tipo ombinatorio [23℄. Nell'ul-

tima parte disuto la teoria BF pura mostrando [25℄ ome si ottengano da

essa invarianti di tipo �nito legati ai oeÆienti del polinomio di Alexander{

Conway. In�ne aenno brevemente alla generalizzazione delle osservabili in

quattro dimensioni [31℄.

Per omodit�a del lettore ho aggiunto una breve appendie ontenente le

informazioni essenziali sulla teoria dei nodi (per approfondimenti si rimanda

alla Ref. [46℄).
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Capitolo 2

La teoria di Chern{Simons

In questo apitolo desriver�o la teoria di gauge topologia nota ome teo-

ria di Chern{Simons. Essa �e stata studiata per la prima volta da Witten

[75℄ allo sopo di ottenere una desrizione intrinseamente tridimensionale

dei polinomi di Jones (v. App. A e Ref. [45℄) al posto della desrizione bidi-

mensionale data a partire dai gruppi quantii [45℄[34℄. Nelle prime sezioni

desriver�o gli aspetti generali della teoria e la quantizzazione anonia della

stessa, seguendo essenzialmente la Ref. [75℄. In seguito desriver�o l'approio

funzionale della Ref. [37℄ on gauge di ono di lue e quello delle Re�. [41℄ e

[10℄ on gauge ovariante. Completer�o il apitolo desrivendo le tenihe di

integrazione per parti esposte nelle Re�. [30℄ e [19℄.

Lo sopo di questo apitolo onsiste nell'introdurre onetti e tenihe

he saranno utili quando desriver�o la teoria BF . Poih�e gli argomenti qui

esposti sono ben noti mi limiter�o all'essenziale rimandando alla bibliogra�a

il lettore interessato.

2.1 Generalit�a

L'azione di Chern{Simons �e ottenuta integrando la 3-forma di Chern{Simons

[28℄ su una 3-variet�a M :

S

CS

[A;M ℄ :=

k

4�

Z

M

Tr

�

A ^ dA+

2

3

A ^ A ^ A

�

(2.1)

=

k

8�

Z

M

�

ijk

Tr

�

A

i

(�

j

A

k

� �

k

A

j

) +

2

3

A

i

[A

j

; A

k

℄

�

; (2.2)

14
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dove A �e una 1-forma di onnessione sul �brato prinipale P

�

! M . Salvo

avviso ontrario supporremo sempre he il gruppo di struttura G sia semplie

e ompatto.

1

Una trasformazione di gauge agise sulla onnessione ome segue:

A(x)!g(x)A(x)g

�1

(x) + g(x)dg

�1

(x); (2.3)

dove g �e una funzione da M in G. Per trasformazioni di gauge onnesse

all'identit�a g(x) = 1+!(x)+o(k!(x)k), possiamo risrivere la (2.3) in forma

in�nitesima:

ÆA = �d

A

!: (2.4)

L'azione (2.1) �e invariante solo sotto trasformazioni di gauge onnesse all'i-

dentit�a. Sotto una trasformazione generale si ha invee

S

CS

[A℄!S

CS

[A℄ + 2�kS

WZ

[g℄; (2.5)

dove

S

WZ

[g℄ =

1

24�

2

Z

M

Tr

�

g

�1

dg ^ g

�1

dg ^ g

�1

dg

�

(2.6)

�e il funzionale di Wess{Zumino he misura il numero di avvolgimenti m 2

�

3

(G), he per trasformazioni non onnesse all'identit�a �e diverso da zero.

Tuttavia, ome gi�a osservava Dira nel suo lavoro sui monopoli magnetii,

la onsistenza della teoria quantistia rihiede solo l'invarianza del \peso di

Gibbs" exp iS

CS

. Tale invarianza impone una quantizzazione della ostante

di aoppiamento k. Nel aso di gruppi ompatti e semplii, si mostra he

�

3

(G) ' Z, e quindi la ondizione di normalizzazione risulta essere:

k 2 Z: (2.7)

2.1.1 La simmetria BRST

Per quantizzare la teoria �e neessario �ssare il gauge on una ondizione del

tipo

F

a

[A℄(x) = 0; 8a 8x (2.8)

dove F �e un funzionale di A. Nell'integrale funzionale i�o �e ottenuto intro-

duendo dei nuovi ampi �,  e � a valori nell'algebra di Lie di G ( e � sono

variabili di Grassmann) e onsiderando l'azione:

S

TOT

[A; �; ; �℄ := S

CS

[A℄ + S

gf

[A; �℄ + S

FP

[A; ; �℄; (2.9)

1

Il aso di gruppi non ompatti �e trattato nella Ref. [13℄.
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dove

S

gf

=

Z

d

3

x

q

(x) Tr�(x)F(x); (2.10)

S

FP

=

Z

d

3

x

q

(x) Tr�(x)

ÆF

ÆA

�

(x)D

�

(x): (2.11)

L'azione (2.9) hiaramente non �e pi�u invariante sotto la (2.4). Tuttavia si

pu�o veri�are he essa �e invariante sotto una trasformazione BRST [14℄[70℄,

il ui generatore Q �e nilpotente ed agise ome segue:

QA

�

= �D

�

; (2.12)

Q� = 0; (2.13)

Q� = �; (2.14)

Q =

1

2

[; ℄; (2.15)

l'ultimo termine �e non nullo poih�e i ampi  antiommutano.

�

E ora imme-

diato mostrare he S

gf

+ S

CS

= Q�, on

�[A; �℄ :=

Z

d

3

x

q

(x) Tr�(x)F(x)

Poih�e S

CS

non dipende dalla metria , si veri�a immediatamente he il

tensore energia-impulso �e Q-esatto:

ÆS

TOT

Æ

= Qt; (2.16)

dove t :=

Æ�

Æ

. Ne segue he il valore di aspettazione

2

Z

DAD�DD� e

iS

TOT

O (2.17)

�e indipendente dalla metria se

ÆO

Æ

= 0 (2.18)

2

Nel seguito per sempliit�a sriveremo

Z

[DA℄ e

iS

CS

O:
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e

QO = 0: (2.19)

Infatti per le (2.16) e (2.18) una variazione rispetto alla metria della (2.17)

produe il termine

Z

DAD�DD� e

iS

TOT

(Qt)O

he dopo un'integrazione per parti

3

porta al valore di aspettazione di tQO he

per la (2.19) vale zero. Si noti in�ne he tale ondizione �e automatiamente

soddisfatta se onsideriamo un'osservabile O he dipende solo da A ed �e

invariante sotto la (2.4).

Possiamo onludere questa sezione diendo he la selta di un gauge

rompe l'invarianza per di�eomor�simi; tale invarianza �e tuttavia restaurata

dalla simmetria BRST. Questa dimostrazione tuttavia �e formale e sarebbe

orretta se il alolo espliito degli sviluppi perturbativi della (2.17) non

introduesse delle divergenze he devono essere regolarizzate. L'e�etto di

quest'ultime, ome vedremo, onsiste nel rompere, anhe se in maniera de-

bole, l'invarianza per di�eomor�smi.

�

E in�ne interessante notare he nel

gauge ovariante F = �

�

A

�

�e possibile introdurre [33℄ un seondo operatore

(vettoriale)

e

Q

�

, tale he

e

QS

TOT

= 0; (2.20)

f

e

Q;

e

Qg = 0; (2.21)

fQ;

e

Qg = d+ equazioni del moto: (2.22)

Ci�o signi�a he on-shell �e realizzata una supersimmetria N = 1. La pos-

sibilit�a di sambiare i ghost  $ � permette di introdurre altre due arihe

�

Q;

e

Q. Si veri�a espliitamente he, in questo gauge, l'unione di queste due

supersimmetrie genera una supersimmetria N = 2. Nel aso dei gauge assiali

F = n

�

A

�

, dove n �e un versore arbitrario, '�e anora la possibilit�a di de�nire

3

L'integrazione per parti ha un signi�ato puramente formale in quanto la misura sullo

spazio funzionale non �e de�nita. L'idea �e he tutti i termini Q-esatti all'interno di un

integrale funzionale, dove Q giuoa il ruolo di un operatore di divergenza, possano essere

sartati; ovvero, parlando liberamente, he non i siano ontributi provenienti dalla \fron-

tiera dello spazio funzionale." La formula di integrazione per parti non �e quindi rigorosa;

anzi essa �e addirittura falsa in taluni asi, per esempio quando si onsiderano i gauge di

tipo assiale. Torneremo sovente su questo problema, he onsidereremo sotto vari punti

di vista.
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la aria

e

Q [18℄; tuttavia l'unione delle due superalgebre N = 1 non genera

una superalgebra N = 2. Nella Ref. [51℄ si studia in�ne un gauge inter-

polante tra il gauge ovariante e quello assiale. In tale gauge �e realizzata la

supersimmetria N = 2 he viene rotta a N = 1 nel limite (singolare) in ui si

ottiene il gauge assiale. La presenza della supersimmetria garantise la rinor-

malizzazione �nita della ostante di aoppiamento k (a livello perturbativo

k non rinormalizza a�atto se si hiede he i ontrotermini non rompano la

supersimmetria). La rottura della supersimmetria N = 2 in N = 1 nel gauge

assiale �e invee responsabile della non ompleta invarianza topologia della

teoria in questo gauge. Riprenderemo questo disorso nel Cap. 4 a propos-

ito della teoria BF , dove non i sono e�etti non perturbativi e dove quindi

quest'analisi aquista un valore pi�u rigoroso.

2.2 La funzione di partizione per k !1

Come nella Ref. [75℄, ominiamo onsiderando il aso semplie in ui la

funzione di partizione

Z(M) =

Z

[DA℄ exp iS

CS

(2.23)

�e alolata nel limite di aoppiamento debole (k ! 1). In questo limi-

te l'integrazione funzionale �e dominata dai minimi dall'azione, ossia dalle

onnessioni piatte:

F = d

A

A = 0 (2.24)

Indiando on � le lassi di equivalenza di tali onnessioni piatte, possiamo

srivere

Z(M) =

X

�

�(A

(�)

): (2.25)

I termini �(A

(�)

) possono quindi essere alolati ol metodo della fase sta-

zionaria, e danno

�(A

(�)

) = exp(ikI(A

(�)

))

det (�)

q

det (L

�

)

; (2.26)

dove:
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� I(A

(�)

) �e l'invariante topologio di Chern{Simons

I(A

(�)

) =

1

4�

Z

M

Tr

�

A

(�)

^ dA

(�)

+

2

3

A

(�)

^ A

(�)

^ A

(�)

�

(2.27)

� L

�

�e l'operatore he ompare nella parte quadratia di S

CS

+ S

gf

nella

(2.9)

� � �e l'operatore he ompare nella parte quadratia di S

FP

nella (2.9)

A meno di una fase il rapporto

q

det (L

�

)= det (�) fornise la radie quadrata

dell'invariante topologio noto ome torsione di Ray{Singer,

4

he indiher�o

nel seguito on T (o T

�

per riordare la dipendenza dalla lasse di equivalen-

za). Per alolare espliitamente la fase �e neessario segliere una regolariz-

zazione e quindi non i si deve aspettare di trovare un'invariante topologio.

Il risultato �nale, ottenuto nella Ref. [75℄, �e il seguente:

Z(M)

k!1

�

=

exp

"

i�d

 

�

grav

2

+

1

12

I(g)

2�

!#

X

�

e

i(k+

v

)I(A

(�)

)

T

�

1

2

�

; (2.28)

dove:

� d �e la dimensione del gruppo G

� 

v

�e il Casimir quadratio della rappresentazione aggiunta di G (nel

aso G = SU(N), si ha 

v

= N); si noti he, a questo livello, appare

neessario sostituire la ostante di aoppiamento k on k + 

v

� I(g) �e il termine gravitazionale di Chern{Simons:

I(g) =

1

4�

Z

M

Tr

�

! ^ d! +

2

3

! ^ ! ^ !

�

;

on ! la onnessione di Levi{Civita sul �brato di spin di M

� �

grav

�e l'\invariante eta" di Atiyah{Patodi{Singer [9℄ per la parte grav-

itazionale dell'operatore L

�

; tutto quello he qui i interessa sapere

4

Per la de�nizione della torsione di Ray{Singer seguo la onvenzione della Ref. [64℄.

Altri, p.es. [75℄, de�nise invee T := det(�)

2

= det(L

�

).
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sull'invariante eta �e he, in base al teorema di Atiyah{Patodi{Singer,

la ombinazione

�

grav

2

+

1

12

I(g)

2�

�e un invariante topologio della variet�a M on una selta di framing

(ossia on la selta di una lasse di omotopia di banalizzazioni del

�brato tangente).

Come si vede, quindi, la funzione di partizione di Chern{Simons d�a un

invariante topologio della 3-variet�a M on una selta di framing. Tut-

tavia, poih�e �e possibile trovare la legge di trasformazione della funzione

di partizione sotto un ambiamento di framing di s unit�a

5

Z ! Z exp(2�isd=24); (2.29)

i�o equivale ad avere un vero invariante topologio di M .

2.3 L'introduzione delle osservabili

Come osservato nella Sez. 2.1, per ottenere ulteriori invarianti a partire

da una teoria topologia, dobbiamo onsiderare i valori di aspettazione di

un'osservabile he sia, allo stesso tempo, invariante di gauge (2.19) e in-

dipendente dalla metria (2.18).

�

E possibile mostrare he l'unia osservabile

nella onnessione A he soddis� ad entrambe queste propriet�a �e la \Wilson

loop"

W

R

(C) := Tr

R

Hol(C; x

0

); (2.30)

dove R india una rappresentazione del gruppo G e Hol(C; x

0

) �e l'olonomia

alolata lungo la urva hiusa C:

Hol(C; x

0

) = P exp

I

C

A; (2.31)

P exp india l'esponenziale ordinato lungo il ammino, mentre x

0

rappresenta

un punto base per la urva C; sotto trasformazioni di gauge (2.3) l'olonomia

trasforma ome segue:

Hol(C; x

0

)!g(x

0

)Hol(C; x

0

)g

�1

(x

0

); (2.32)

5

Lavorando on k �nito si ottiene la (2.57).
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e quindi la traia in (2.30) elimina ogni dipendenza sia dal gauge sia dal

punto base.

�

E interessante onsiderare un approio ostruttivo per ottenere la (2.31), so-

prattutto in vista di un'analoga ostruzione neessaria per la teoria BF dove il

punto di vista geometrio non aiuta pi�u di tanto. Cominiamo dal aso abeliano.

Poih�e A �e una 1-forma �e naturale integrarla lungo una linea (si noti he questo

integrale �e indipendente dalla struttura metria diM). Nel aso abeliano la deriva-

ta ovariante he ompare nella (2.4) si ridue ad una derivata ordinaria; per il

teorema di Stokes, allora, l'osservabile

h

1

(A) :=

I

C

A

�e invariante se C �e una urva hiusa. Nel aso non abeliano, tuttavia, sotto una

trasformazione di gauge in�nitesima si ha

Æh

1

(A) = �

f

h

1

(A;!);

on

f

h

1

(A;!) :=

I

C

[A;!℄:

Bisogna quindi introdurre altre osservabili he, ombinate assieme alla h

1

, produ-

ano un invariante. Consideriamo

h

n

(A) :=

I

x

0

x

0

dx

�

n

n

Z

x

n

x

0

dx

�

n�1

n�1

: : :

Z

x

2

x

0

dx

�

1

1

A

�

1

(x

1

) : : : A

�

n

(x

n

) = P

I

C

A

n

;

(2.33)

dove l'ordinamento �e reso neessario dalla non ommutativit�a delle A (nel aso

abeliano banalmente h

n

(A) = h

1

(A)

n

=n!).

�

E utile introdurre anhe h

0

de�nito

ome l'elemento unit�a di G. Non �e diÆile mostrare he, sotto una trasformazione

di gauge in�nitesima, si ha

Æh

n

(A) = �

f

h

n

(A;!) +

g

h

n�1

(A;!) + [!(x

0

); h

n�1

(A)℄; (2.34)

dove

f

h

n

(A;!) �e ottenuto da h

n

(A) rimpiazzando in tutti gli n modi possibili un

A on un ommutatore [A;!℄, se n > 0; inoltre si intende

f

h

0

=

g

h

�1

= 0. La

struttura della (2.34) suggerise di sommare tutti gli h

n

ottenendo os�� l'olonomia

nella forma

Hol(A) =

1

X

n=0

h

n

(A): (2.35)

�

E faile vedere he dalla (2.34) segue

ÆHol(A) = [!(x

0

);Hol(A)℄; (2.36)



CAPITOLO 2. LA TEORIA DI CHERN{SIMONS 22

he �e la forma in�nitesima della (2.32).

A partire dalla (2.30) �e possibile ottenere gli invarianti topologii as-

soiati ad un insieme di nodi fC

i

g (ossia un link) e di rappresentazioni

fR

i

g (i = 1; : : : ; r), alolando il valore di aspettazione delle Wilson loop

orrispondenti

6

Z(M ;C

i

; R

i

) :=

Z

[DA℄ e

iS

CS

r

Y

i=1

W

R

i

(C

i

): (2.37)

Nel aso in ui M = S

3

e le rappresentazioni R

i

oinidono on R, il valore

di aspettazione normalizzato

hC

1

: : : C

r

i :=

Z(S

3

; C

i

; R)

Z(S

3

)

(2.38)

fornise gli invarianti he ompaiono nella teoria di Jones [45℄, ome sar�a

mostrato nel seguito. Per dare senso alla (2.38) tuttavia dobbiamo intro-

durre il onetto di framing per i nodi C

i

he in essa ompaiono. Conviene

ominiare la disussione partendo da un aso semplie.

2.3.1 Il aso abeliano

Consideriamo G = U(1). In questo aso l'azione (2.1) diventa quadratia.

Una semplie integrazione gaussiana porta a

hC

1

: : : C

r

i = exp

0

�

2�i

k

r

X

i;j=1

n

i

n

j

�(C

i

; C

j

)

1

A

(2.39)

dove gli n

i

sono degli interi (orrispondenti alle rappresentazioni di U(1)) e

�(C;C

0

) :=

1

4�

I

C

dx

i

I

C

0

dx

j

�

ijk

(x� y)

k

jx� yj

3

(2.40)

6

Se tutte le rappresentazioni R

i

oinidono on una medesima rappresentazione R, la

(2.37) si pu�o anhe srivere

Z(M ;C

i

; R) :=

Z

[DA℄ e

iS

CS

Tr

R

[Hol(C

1

)
 : : :
Hol(C

r

)℄:
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�e il numero di onatenazioni di Gauss, he �e un invariante topologio �ntan-

toh�e C e C

0

sono urve distinte. Se C = C

0

l'integrale (2.40), pur restando

�nito, non fornise un invariante topologio di C. Questo signi�a he nella

(2.39) dobbiamo preoupari dei termini in ui i = j; ossia dobbiamo dare

un signi�ato al numero di autoonatenazioni.

La regolarizzazione

Come nel aso della funzione di partizione non �e possibile trovare una rego-

larizzazione he preservi esattamente la ovarianza generale e possa quindi

fornire un vero invariante topologio del link. Tuttavia, anhe in questo aso,

la teoria pu�o essere regolarizzata in maniera non ambigua se spei�hiamo

un dato supplementare: il framing

7

dei nodi he ostituisono il link. Dato

un nodo C, per framing si intende una lasse di omotopia di banalizzazioni

del suo �brato normale. Un altro modo di vedere il framing, onsiste nel on-

siderare aanto a C un seondo nodo C

f

de�nito

8

da una sezione he non

si annulla mai del �brato normale di C. Per numero di autoonatenazioni

di C si intende quindi �(C;C

f

) he �e ben de�nito; inoltre si pu�o mostrare

he esso dipende solo dalla lasse topologia del ampo vettoriale usato per

spostare C in C

f

.

Esiste in S

3

un framing anonio he orrisponde a �ssare a zero il nu-

mero di autoonatenazioni (esso verr�a sempre usato nel seguito, salvo avviso

ontrario). Tuttavia per ottenere dalla (2.38) un invariante topologio, �e ne-

essario trovare la legge di trasformazione sotto un ambiamento di framing

di t unit�a; dalla (2.39) segue immediatamente he nel aso abeliano

9

hW i! exp(2�itn

2

i

=k) � hW i : (2.41)

La neessit�a di un framing per i nodi �e l'analogo in 2+1 dimensioni delle

7

Il problema del numero delle autoonatenazioni, relativo all'integrale (2.40) per C =

C

0

, fu a�rontato per la prima volta nella letteratura matematia nella Ref. [21℄ e pi�u

tardi nella letteratura �sia nella Ref. [60℄, dove si mostrava he �(C;C) + �(C)=(4�) �e

un invariante. Con �(C) s'intende la torsione integrata del nodo, per de�nire la quale �e

neessario spei�are un framing. Per una disussione pi�u approfondita del problema e

per una bibliogra�a pi�u estesa si onsiglia la Ref. [10℄. Per una versione ombinatoria del

problema si rimanda all'App. A ed alla Ref. [46℄.

8

Questo tipo di regolarizzazione orrisponde a quella he i �sii in teoria di ampo

hiamano \point-splitting".

9

Nel aso non abeliano la (2.41) �e sostituita dalla (2.54).
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monodromie he nasono nelle teorie onformi razionali in 1 + 1 dimensioni.

Da un punto di vista �sio le linee di Wilson possono essere viste ome le

traiettorie di una partiella aria on statistia frazionaria, ossia di una

partiella la ui funzione d'onda ambia di una fase exp 2�iÆ in seguito ad

una rotazione di 2�. Il alolo delle ampiezze di probabilit�a per partielle di

questo tipo rihiede oltre alla traiettoria un'ulteriore informazione: quante

rotazioni di 2� la partiella ompia lungo il suo tragitto. La (2.41) india he

la statistia di queste partielle �e data da Æ = n

2

i

=2k (Æ = h

R

nel aso non

abeliano, dove on h

R

si intende il peso onforme del ampo primario nella

rappresentazione R).

2.4 La quantizzazione anonia

Per e�ettuare la quantizzazione anonia, v. Ref. [75℄, �e neessario segliere

arbitrariamente una direzione e interpretarla ome tempo. Conviene quindi

inizialmente pensare he la 3-variet�a M abbia la forma ��R, dove � �e una

super�ie di Riemann. Nel aso generale possiamo pensare di tagliare M in

\pezzi" di questa forma e di reinollarli assieme. In termini di teoria quanti-

stia quest'ultima operazione orrisponde a alolare i prodotti salari delle

funzioni d'onda assoiate alle super�ie di Riemann lungo le quali inolliamo

i pezzi.

Nella quantizzazione anonia della teoria su ��R, �e naturale segliere

il gauge temporale A

0

= 0 (dove l'indie 0 si riferise alla direzione temporale

R). L'azione diventa os�� quadratia

S

CS

=

k

8�

Z

dt

Z

�

�

ij

TrA

i

d

dt

A

j

;

e tutta la nonlinearit�a si saria sul vinolo (legge di Gauss)

k

8�

�

ij

F

a

ij

(x) = 0: (2.42)

Lo spazio delle fasi

10

�sio M

�

della teoria �e lo spazio dei moduli delle on-

nessioni piatte su � modulo trasformazioni di gauge. Si pu�o mostrare heM

�

10

I momenti della teoria hanno la forma �

i

(x) =

k

4�

�

ji

A

j

(x). Quindi A

1

e A

2

sono,

a meno di una ostante moltipliativa, l'uno il momento oniugato dell'altro. Lo spazio

delle fasi della teoria �e quindi lo spazio dove vivono A

1

e A

2

.



CAPITOLO 2. LA TEORIA DI CHERN{SIMONS 25

�e ompatto, on eventuali singolarit�a. La �nitezza del volume diM

�

implia

he lo spazio di Hilbert H

�

della teoria quantistia ha dimensione �nita. La

�nitezza di questi spazi, gi�a studiati nel ontesto delle teorie onformi, rende

la teoria esattamente solubile.

Nell'approio della quantizzazione anonia, l'introduzione delle linee di

Wilson orrisponde a sostituire la legge di Gauss (2.42) on il vinolo

k

8�

�

ij

F

a

ij

(x) =

r

X

s=1

Æ

2

(x� P

s

)T

a

(s)

; (2.43)

dove i P

s

sono i punti in ui le linee di Wilson attraversano � e i T

a

(s)

sono

i generatori del gruppo assoiati alla s-esima linea. Il vinolo (2.43) implia

he le onnessioni A

a

(x) non possono essere viste ome -numeri, neanhe

a livello lassio. Dobbiamo quindi pensare he le onnessioni nella teoria

di Chern{Simons in presenza di linee di Wilson siano dei q-numeri e he le

loro olonomie appartengano ad un gruppo quantio, deformazione del gruppo

lassioG su ui si basa la teoria. Il punto fondamentale �e he anhe in questo

aso lo spazio di Hilbert �sio H

�;P

i

;R

i

risulta essere �nitodimensionale. In

termini di teoria onforme, esso orrisponde al aso in ui abbiamo dei ampi

primari, he trasformano seondo le rappresentazioni R

i

, inseriti nei punti

P

i

2 �.

Nel resto di questa sezione mostrer�o quali formule si ottengano se vediamo

la 3-variet�aM ome l'inollamento di due 3-variet�aM

1

eM

2

lungo la frontiera

omune �. Se in M �e presente un link, M

1

e M

2

onterranno delle linee di

Wilson e la super�ie di Riemann � avr�a delle punture. Poih�e la frontiera

di M

1

ha orientazione opposta a quella di M

2

, gli spazi di Hilbert �sii ad

essa assoiati (H

�;1

e H

�;2

) saranno l'uno il duale dell'altro. Gli integrali

funzionali relativi aM

1

e aM

2

determinano due vettori  

1

2 H

�;1

e  

2

2 H

�;2

il ui prodotto salare ( 

2

;  

1

) d�a la funzione di partizione di M . Poih�e,

ome gi�a riordato, gli spazi di Hilbert �sii della teoria di Chern{Simons

hanno dimensione �nita �e possibile riavare delle relazioni lineari he legano

le funzioni di partizione.

La somma onnessa di variet�a

Si onsideri una variet�aM ottenuta inollando lungo una sfera S

2

due variet�a

M

1

e M

2

. M �e detta somma onnessa di M

1

e M

2

e si srive

M =M

1

#M

2

: (2.44)
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Chiamiamo  

1

e  

2

i vettori di H

S

2

determinati dall'integrale funzionale in

M

1

e M

2

; la funzione di partizione di M �e quindi data da

Z(M) = ( 

2

;  

1

):

Consideriamo ora una sfera S

3

e separiamola in due parti B

1

e B

2

inollate

lungo una sfera S

2

. Gli integrali funzionali in B

1

e B

2

daranno rispettiva-

mente due vettori �

1

e �

2

appartenenti a H

S

2

. La funzione di partizione di

S

3

sar�a quindi

Z(S

3

) = (�

2

; �

1

):

Poih�e M

1;2

=M

1;2

#S

3

, possiamo anhe srivere

Z(M

1

) = (�

2

;  

1

);

Z(M

2

) = ( 

2

; �

1

):

Il punto fondamentale ora onsiste nel notare he lo spazio di Hilbert �sio

H

S

2

�e unidimensionale, e he quindi  

2

/ �

2

e  

1

/ �

1

. Ci�o implia he

Z(M) � Z(S

3

) = Z(M

1

) � Z(M

2

): (2.45)

La (2.45) �e legata alla moltipliativit�a della torsione di Ray{Singer per la

somma onnessa di due variet�a.

Consideriamo ora un link ostituito da s nodi C

i

; i = 1; : : : ; s separati.

Se sriviamo M = M

1

# � � �#M

s

, dove ogni M

i

ontiene il solo nodo C

i

ed

applihiamo iterativamente l'argomento preedente

11

potremo dedurre he

(fr. on la (A.19))

hC

1

: : : C

s

i =

s

Y

k=1

hC

k

i ; (2.46)

dove ho usato la normalizzazione (2.38). Si noti he, ome mostrato nel-

l'App. A, la propriet�a (2.46) vale per tutte le riduzioni del polinomio di

HOMFLY (opportunamente normalizzato), tranne he per il polinomio di

Alexander{Conway he rihiede l'annullarsi del seondo membro. Questa �e

la prima indiazione del fatto he tale polinomio non pu�o essere ottenuto

direttamente dalla teoria di Chern{Simons.

11

Si noti he il punto fondamentale sta sempre nel fatto he H

S

2
�e unidimensionale.

Poih�e i nodi C

i

sono separati, le variet�aM

i

potranno essere inollate lungo sfere S

2

senza

punture.
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La somma onnessa di link

In teoria dei nodi si introdue il onetto di somma onnessa di link; dati due

link L

1

e L

2

L = L

1

#L

2

;

�e de�nito ome segue:

1. si staano un aro da L

1

ed un seondo aro da L

2

, lasiando os��

quattro api liberi (due per ogni link)

2. si ollegano, rispettando le orientazioni delle linee, i api liberi di L

1

a

quelli di L

2

, ottenendo os�� il nuovo link L.

Sriviamo ora M ome M

1

#M

2

in modo tale he la frontiera omune S

2

passi dove abbiamo inollato i api liberi di L

1

a quelli di L

2

. Seguendo

un ragionamento analogo al preedente e sfruttando il fatto he lo spazio

di Hilbert assoiato a S

2

on due punture he portano due rappresentazioni

oniugate �e unidimensionale, si dimostra la seguente relazione:

Z(M

1

#M

2

;L

1

#L

2

) � Z(S

3

;) = Z(M

1

;L

1

) � Z(M

2

;L

2

): (2.47)

Nel aso in ui M = S

3

si ha anhe M

1

=M

2

= S

3

. Usando la (2.38) si pu�o

risrivere la (2.47) nella forma (fr. on la (A.18))

hL

1

#L

2

i � hi = hL

1

i � hL

2

i ; (2.48)

nota, in teoria dei nodi, anhe ome \formula del denominatore".

La relazione di matassa

Usando un ragionamento analogo al preedente �e possibile dimostrare he

il valore di aspettazione normalizzato (2.38) di un link soddisfa ad una re-

lazione di matassa, qualora si selga G = SU(N) e tutte le linee siano nella

rappresentazione fondamentale R

f

. Come spiegato nell'App. A tale relazione

lega gli invarianti assoiati ai link L+, L

�

e L

0

he di�erisono solo in una

porzione ome indiato in �g. 4. Si vede immediatamente he �e possibile

separare questa porzione usando una sfera S

2

, he risulter�a attraversata da

quattro linee di Wilson. Le due punture assoiate a linee entranti porteranno

le rappresentazioni R

f

, mentre le due assoiate a linee usenti porteranno le
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rappresentazioni oniugate R

f

. Poih�e lo spazio di Hilbert �sio H

S

3

;P

i

;R

i

assoiato a questa super�ie di Riemann on punture risulta bidimensionale,

neessariamente i sar�a una relazione lineare fra le tre funzioni di partizione

Z(S

3

; L

+

), Z(S

3

; L

�

) e Z(S

3

; L

0

). Passando ai valori di aspettazione normal-

izzati (2.38) e dividendo opportunamente la relazione ottenuta per una o-

stante irrilevante, si pu�o srivere la relazione di matassa nella forma onsueta

(fr. (A.14)):

t hL

+

i � t

�1

hL

�

i = z hL

0

i : (2.49)

I risultati della teoria onforme per lo spazio di Hilbert �sio di ui sopra,

permettono di ottenere espliitamente i valori di t e z in termini della ostante

di aoppiamento k:

t = exp(�iN=N + k); (2.50)

z = 2i sin(�=N + k): (2.51)

Come si �e gi�a visto nel aso della funzione di partizione (2.28), la ostante

di aoppiamento k appare sostituita da k+ 

v

. Dalla relazione di matassa e

dalla (2.46) �e possibile riavare il valore assunto dall'invariante nel aso del

nodo snodato (on framing anonio)

hi =

t� t

�1

z

=

sin(�N=N + k)

sin(�=N + k)

: (2.52)

La (2.50) india he il polinomio di Alexander{Conway pu�o formalmente

essere ottenuto nel limite N ! 0. Tuttavia, se segliamo la normalizzazione

di Witten (2.38), he oinide on quella naturale se si parte dai gruppi

quantii e da ui segue la (2.46) e quindi la (2.52), tale limite implia hi = 0.

Questa �e una prima indiazione he non �e possibile reuperare in maniera

banale il polinomio di Alexander{Conway.

Il ambio di framing dei link

Per ompletare l'interpretazione di hW i in termini di invarianti tipo Jones,

dobbiamo onsiderare i ambiamenti di framing (nel signi�ato datogli alla

�ne della Sez. 2.3). Separando ome sopra la variet�a M in due parti, si pu�o

vedere tale ambiamento ome generato da un twist di Dehn e�ettuato sulla

frontiera attorno ad una puntura. Se a tale puntura �e assoiata una rappre-

sentazione R, quest'operazione orrisponde a moltipliare i vettori diH

S

3

;P

i

;R

i
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per una fase exp 2�ith

R

, dove t india di quante unit�a abbiamo ambiato il

framing, mentre h

R

�e il peso onforme del ampo primario nella rappresen-

tazione R. Se ome sopra si onsidera la rappresentazione fondamentale di

SU(N), si pu�o mostrare he (si noti he anhe qui k ! k + 

v

)

h

R

f

=

N

2

� 1

2N(N + k)

=



2

(R

f

)

k + 

v

;

dove 

2

(R) �e il Casimir quadratio della rappresentazione R de�nito da

R

a

�R

a

= 

2

(R) 1 (2.53)

Questo implia he per un ambiamento di framing di t unit�a si ha la formula

hW i! exp

 

2�it



2

(R

f

)

k + 

v

!

� hW i ; (2.54)

he generalizza la (2.41).

Formule di hirurgia

Finora abbiamo onsiderato solo il aso in ui M = S

3

. In matematia �e

noto ome sia possibile passare da una 3-variet�a M ad un'altra

f

M tramite

l'operazione di \hirurgia". Essa �e desritta nei seguenti punti:

1. si selga una linea hiusa C 2 M

2. si onsideri un \intorno tubolare"M

R

di C (io�e un toro solido entrato

attorno a C)

3. si hiamiM

L

la parte rimanente diM (inollandoM

L

eM

R

si riottiene

M)

4. si ompia un di�eomor�smo sulla frontiera di M

R

, e si hiami

g

M

R

la

variet�a ottenuta

5. si inollino

g

M

R

e M

L

a formare la nuova 3-variet�a

f

M .

Poih�e ogni 3-variet�aM pu�o essere ottenuta da S

3

tramite hirurgie ripetute,

per ottenere la funzione di partizione diM non resta he tradurre l'operazione
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di hirurgia nel formalismo della teoria di ampo di Chern{Simons. Sappi-

amo he �e possibile srivere Z(M) = ( 

L

;  

R

), dove  

L;R

sono il risultato

dell'integrazione funzionale in M

L;R

. Un di�eomor�smo sulla frontiera di

M

R

sempliemente trasforma  

R

in un altro vettore K 

R

, dove K �e un oper-

atore (una matrie �nita!) he agise nello spazio di Hilbert �sio assoiato

a tale frontiera.

Usando i risultati della teoria onforme, Ref. [72℄, nella Ref. [75℄ si mostra

he la base dello spazio di Hilbert �sio assoiato alla frontiera dell'intorno

tubolare M

R

�e generata dai vettori  

i

(i = 0; : : : ; (t � 1) e t �nito) he si

ottengono dall'integrale funzionale in M

R

se si assoia alla urva hiusa C

una Wilson loop lungo C nella rappresentazione R

i

(dove on R

0

s'intende la

rappresentazione banale). In termini di funzioni di partizione questo implia

he si pu�o srivere

12

Z(

f

M) =

t�1

X

j=0

K

j

0

Z(M ;R

j

): (2.55)

Usando questa formula �e possibile derivare la funzione di partizione di S

3

, he

pu�o essere ottenuta per hirurgia da S

2

� S

1

(si noti he in questo semplie

aso Z(S

2

� S

1

;R

i

) = Æ

i0

). Per G = SU(2), si trova

Z(S

3

) =

s

2

k + 2

sin

�

k + 2

: (2.56)

Il ambio di framing della variet�a

Per ompletare la disussione sulla funzione di partizione, i resta ora da

vedere ome essa trasformi sotto un ambiamento di framing (nel signi�ato

datogli alla �ne della Sez. 2.2). In termini di hirurgia, tale operazione or-

risponde ad e�ettuare sul toro frontiera di M

R

la trasformazione modulare

T : � ! � + 1 (dove � �e il parametro modulare del toro). Studiando, ome

12

Nel aso in ui la 3-variet�aM ontiene gi�a prima della hirurgia una Wilson loop nella

rappresentazione R

i

, la (2.55) si generalizza ome segue:

Z(

f

M ;R

i

) =

t�1

X

j=0

K

j

i

Z(M ;R

j

):
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nella Ref. [72℄, a quale operatore nello spazio di Hilbert assoiato orrisponda

questa trasformazione, �e possibile ottenere la (2.29) nel aso in ui si tenga

k �nito. Ossia, sotto un ambiamento di framing di s unit�a, si mostra he la

funzione di partizione trasforma seondo la legge:

Z ! Z exp(2�is=24); (2.57)

dove  �e la aria entrale dell'algebra (bidimensionale) di orrenti on gruppo

di simmetria G e livello k. Nel limite k !1,  �e esattamente la dimensione

d del gruppo G.

2.5 Il gauge di ono di lue

Disuter�o in questa sezione il alolo dei valori di aspettazione (2.37), on

M = R

3

, seguendo l'approio della Ref. [37℄. In tale approio, ome nella

quantizzazione anonia, si ominia segliendo una direzione di \trasferi-

mento" (he sar�a indiata on l'indie 0). Con i�o s'intende he le linee di

Wilson devono essere viste ome un insieme di punti he si muovono nel piano

trasverso (he ha oordinate x

1

e x

2

). In termini di teoria di ampo �e oppor-

tuno distinguere tra la direzione di trasferimento 0 la direzione temporale 2

rispetto alla quale si e�ettuer�a la rotazione di Wik. Rispetto alla oordinata

temporale de�niamo le oordinate di ono di lue nel piano trasverso:

x

�

= x

1

� x

2

: (2.58)

In termini di queste oordinate introduiamo anhe

�

�

=

1

2

(�

1

� �

2

); (2.59)

A

�

= A

1

� A

2

: (2.60)

Si noti he per le omponenti A

�

della onnessione la (2.3) diventa

A

�

(x)!g(x)A

�

(x)g

�1

(x) + 2g(x)�

�

g

�1

(x): (2.61)

In termini di queste oordinate �e possibile �ssare il osiddetto \gauge di ono

di lue"

A

a

�

(x) = 0; per a = 1; : : : ; dimG; (2.62)
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he tuttavia non �e un gauge-�xing ompleto, poih�e resta la libert�a di e�et-

tuare trasformazioni he dipendono solo da x

0

e x

+

. In termini di integrale

funzionale la ondizione (2.62) �e ottenuta aggiungendo all'azione lassia

(2.1) i termini di gauge-�xing e di Faddeev{Popov

S

gf

=

Z

d

3

x

q

(x) Tr�(x)A

�

(x); (2.63)

S

FP

=

Z

d

3

x

q

(x) Tr�(x)D

�

(x); (2.64)

dove (x) �e la metria he �e neessario introdurre suM , D

�

�e la omponente

� della derivata ovariante, �(x), (x) e �(x) sono ampi a valori nell'algebra

di Lie di G.

Se ora integriamo rispetto al ampo ausiliario �, otteniamo nell'integrale

funzionale una Æ[A

�

℄, he sempliemente rihiede di imporre la ondizione

(2.62) nella parte rimanente dell'azione. Ponendo A

�

= 0 nel termine di

Faddeev{Popov, si vede immediatamente he esso non ha pi�u nessuna dipen-

dendenza dalla onnessione e he quindi la dinamia dei ghost disaoppia.

Ci resta dunque solo la parte lassia dell'azione he, dopo aver imposto la

(2.62), risulta quadratia:

S

CS

=

k

4�

Z

M

Tr(A

+

�

�

A

0

� A

0

�

�

A

+

): (2.65)

Siome la teoria a questo punto �e gaussiana, il alolo dei valori di aspet-

tazione proede appliando il teorema di Wik e sostituendo alle ontrazioni i

propagatori he si ottengono invertendo l'operatore he ompare nella forma

quadratia della (2.65). L'unio propagatore non nullo risulta essere:

D

A

a

+

(x)A

b

0

(y)

E

= 4�i�Æ

ab

Æ(x

0

� y

0

)Æ(x

+

� y

+

)sgn(x

�

� y

�

); (2.66)

dove sgn(x) �e la funzione segno e � �e una ostante he per la (2.65) dovrebbe

essere uguale a �1=k. Il propagatore (2.66) ontiene tuttavia troppe singo-

larit�a he in questo ontesto non si sanno risolvere (a di�erenza di quanto

avverr�a per la teoria BF ).

�

E quindi onveniente e�ettuare una rotazione

di Wik (x

2

! ix

2

). Ovvero onviene omplessi�are il piano trasverso

introduendo la oordinata

z = x

1

+ ix

2

; (2.67)
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e onseguentemente

� =

1

2

(�

1

� i�

2

) (2.68)

�(t; z) = A

1

(x)� iA

2

(x); (2.69)

dove, per omodit�a di notazione, si introdue t = x

0

. Nel gauge di ono di

lue (2.62), he ora si srive

�� = 0; (2.70)

l'unio propagatore non banale risulta essere:

D

�

a

(t; z)A

b

0

(s; w)

E

= 4�Æ

ab

Æ(t� s)

1

z � w

; (2.71)

dove, ome nel aso reale, � �e una ostante he dovrebbe essere uguale a �1=k.

Se si vogliono onfrontare i risultati di questa sezione on quelli ottenuti nella

Ref. [75℄ (ed esposti nella sezione preedente), bisogna redere

13

he un e�etto

di rinormalizzazione della ostante di aoppiamento implihi

� = �

1

k + 

v

: (2.72)

Una propriet�a fondamentale della (2.71) sta nel fatto he essa orrela soltanto

ampi valutati sulla medesima super�ie trasversa

14

(stesso t).

13

La questione della ride�nizione della ostante di aoppiamento �e molto ontroversa.

Troveremo lo stesso problema nella seguente sezione, dove si usa il gauge ovariante. In

generale negli sviluppi perturbativi si ha � = �1=k, anzih�e la (2.72). Lo shift k ! k+ 

v

potrebbe essere dovuto ad un e�etto di rinormalizzazione basato su di una regolarizzazione

ad ho. Poih�e tuttavia gli sviluppi perturbativi della teoria di Chern{Simons oinidono

on quelli della teoria BF on termine osmologio (ome sar�a mostrato nel Cap. 4), dove

non si rende neessaria aluna ride�nizione della ostante di aoppiamento, �e opinione

dell'autore | in i�o onfortato dalla Ref. [52℄ | he lo shift della ostante di aoppia-

mento nella teoria di Chern{Simons sia un puro e�etto non perturbativo. Si noti a questo

proposito he la teoria di Chern{Simons on gauge di tipo assiale �e gaussiana e he quindi

nessuna rinormalizzazione per k �e rihiesta.

14

Si noti he i due approi (reale e omplesso) sono radialmente diversi. Nel aso reale

il propagatore �e invariante per rotazioni rispetto a x

0

e x

+

. La teoria pu�o essere inoltre

estesa al aso in ui M = � �R

�

. Il nodo quindi evolve seondo la oordinata x

0

2 �,

e viene \proiettato" sul piano �. Nel aso omplesso invee il propagatore �e meromorfo e

quindi non 'e' aluna invarianza per rotazioni. L'estensione poi pu�o essere fatta solo nel

aso in uiM = ��R

0

. L'evoluzione quindi, ome nel aso della quantizzazione anonia,

�e rappresentata da un insieme di punti he si muovono sulla super�ie di Riemann �.



CAPITOLO 2. LA TEORIA DI CHERN{SIMONS 34

2.5.1 L'equazione di Knizhnik{Zamolodhikov

Vediamo ora ome introdurre in questo formalismo le osservabili (2.30). Ci si

rende subito onto he, ome nella quantizzazione anonia, le linee di Wilson

devono ora essere viste ome dei punti z(t) he si muovono sulla super�ie

trasversa al variare di t. A iasuno di questi punti dobbiamo assoiare il

trasporto parallelo lungo la urva C a partire dal punto iniziale:

u(t) := P exp

Z

C

(

t;z(t))

A: (2.73)

Nel gauge di ono di lue si vede immediatamente he

du(t) = u(t) �

�

1

2

dL(t) + dM(t)

�

; (2.74)

dove

L(t) =

Z

t

0

ds �(s; z(s)) z

0

(s); (2.75)

M(t) =

Z

t

0

ds A

0

(s; z(s)); (2.76)

e z

0

india la derivata prima di z.

Se al tempo t abbiamo m punti z

1

(t); : : : ; z

m

(t), dovremo assoiare a ia-

suno di essi un trasporto parallelo u

i

(t). Tuttavia, ome si �e visto nella

Sez. 2.3, le osservabili della teoria di Chern{Simons sono le Wilson loop def-

inite in (2.30). Ciasuna di esse sar�a vista, nel piano trasverso, ome una

oppia di linee di Wilson he portano l'una (quella he sale) la rappresentazio-

ne R del gruppo G e l'altra (quella he sende) la rappresentazione oniugata

�

R. Ci interessa quindi la situazione in ui sul piano trasverso sono presenti

m = 2n punti: ai primi n assoeremo un trasporto parallelo u

i

(t), mentre ai

seondi n sar�a assoiato l'operatore �u

i

(t), de�nito ome il trasporto parallelo

nella rappresentazione oniugata.

Per evitare le divergenze dovute al polo nel propagatore (2.71), �e nees-

sario supporre he il orrelatore di un inremento dL

i

(t) (o dM

i

(t)) on un

trasporto parallelo u

j

(t) (o �u

j

(t)) sia uguale a zero. In virt�u della (2.71), i�o

�e ottenuto se si suppone he un trasporto parallello u(t) \termini un attimo

prima dell'istante t". Diversi da zero saranno quindi solo i termini

D

dL

a

i

(t) dM

b

j

(t)

E

= 4�Æ

ab

z

0

i

(t)

z

i

(t)� z

j

(t)

; (2.77)
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e l'operatore (da (C

N

)

2n

in s�e)

 

n

(t) = hu

1

(t)
 : : :
 u

n

(t)
 �u

n+1

(t)
 : : :
 �u

2n

(t)i : (2.78)

Usando la (2.77) �e possibile mostrare he vale la seguente equazione di�eren-

ziale per  

n

:

d 

n

(t) =  

n

(t) �

X

1�i<j�2n

z

0

i

� z

0

j

z

i

� z

j

S

ij

dt; (2.79)

dove gli operatori S

ij

sono de�niti ome

S

ij

=

8

>

<

>

:

P

r

a=1

I 
 : : :
 T

a


 : : :
 T

a


 : : :
 I; 1 � i < j � n

P

r

a=1

I 
 : : :
 T

a


 : : :


�

T

a


 : : :
 I; 1 � i � n; n+ 1 � j � 2n

P

r

a=1

I 
 : : :


�

T

a


 : : :


�

T

a


 : : :
 I; n+ 1 � i < j � 2n

(2.80)

ed i generatori T

a

(e/o

�

T

a

) sono inseriti nella i-esima e j-esima posizione.

La (2.79) �e stata studiata in onnessione on problemi legati al gruppo delle

tree [66℄[49℄, alla statistia di ampi quantistii [35℄ ed alla teoria di ampo

onforme in due dimensioni [48℄.

�

E possibile risrivere la (2.79) in una forma geometriamente pi�u hiara.

SiaM

2n

il sottoinsieme di C

2n

ontente i punti le ui oordinate (z

1

; : : : ; z

2n

)

sono tutte distinte. In M

2n

�e possibile introdurre la onnessione di Knizhnik

e Zamolodhikov (KZ)

! = �

X

1�i<j�2n

S

ij

d log (z

i

� z

j

): (2.81)

Tale onnessione risulta essere piatta

d

!

! = d! + ! ^ ! = 0; (2.82)

in virt�u delle relazioni di treia

[S

ij

; S

kl

℄ = 0; [S

ij

; S

jk

+ S

ki

℄ = 0; (i; j; k; l distinti) (2.83)

ui soddisfano gli operatori S. In termini della onnessione KZ la (2.79) si

risrive ome

d

!

 

n

= 0: (2.84)

L'olonomia della onnessione ! d�a una rappresentazione lineare del grup-

po fondamentale di M

2n

, he �e il gruppo delle tree assoiato a 2n orde.

�

E
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noto [66℄[67℄ he �e possibile ottenere invarianti di link da questa rappresen-

tazione se si de�nise opportunamente una traia su (C

N

)

2n

. Se si seglie

G = SU(N) nella rappresentazione fondamentale, si ottengono i polinomi di

Jones generalizzati [45℄. Questa operazione di traia orrisponde ad identi�-

are oppie di punti, assoiati a rappresentazioni oniugate, all'istante iniziale

e a quello �nale. Quest'operazione evidentemente introdue delle singolarit�a

nell'equazione (2.79) a ausa dell'annullarsi del denominatore. Queste singo-

larit�a sono legate alla neessit�a del framing, ome si �e gi�a visto nella teoria

non perturbativa. Nella Ref. [37℄ si risove il problema rimuovendo i punti

ritii deformandoli in due semirette parallele ome in �g. 14e onsiderando

il rapporto

g

hCi

G

:=

hW (C)i

G

hW (C)i

U(1)

; (2.85)

dove la aria assoiata al gruppo U(1) al denominatore dev'essere selta

in maniera opportuna.

15

Si dimostra quindi he l'equazione di�erenziale he

generalizza la (2.79) al aso in ui si selga la (2.85) ome funzione del nodo �e

priva di singolarit�a. Questo permette di dimostrare he la (2.85) �e ben de�ni-

ta. Dimostrare he essa de�nise un invariante rihiede un ulteriore sforzo (si

veda anora la Ref. [37℄). Si noti he non �e possibile basarsi sui risultati della

teoria non perturbativa poih�e l'introduzione di regolarizzazioni e la selta

di un gauge singolare possono rompere l'invarianza per di�eomor�smi della

teoria originale.

2.5.2 Lo sviluppo perturbativo

Aenner�o qui brevemente al alolo della (2.38) nel gauge di ono di lue

omplesso tramite lo sviluppo perturbativo.

16

L'idea base onsiste nell'espri-

mere

hW

R

(C)i = dimR

1

X

n=0

1

k

n

V

n

(C;R); (2.86)

dove dimR = Tr

R

1 �e la dimensione della rappresentazione R he ompare in

ogni termine dello sviluppo. Se il primo membro rappresenta, ome si dedue

15

Il suo quadrato dev'essere uguale al Casimir di G nella rappresentazione R.

16

L'idea di onsiderare lo sviluppo perturbativo in questo gauge �e dovuta a J. Fr�ohlih.

Essa non �e mai stata portata avanti a ausa dei problemi di regolarizzazione ui aenner�o

pi�u avanti, e he sono automatiamente risolti nell'ambito della teoria BF , v. Cap. 4.
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dalla (2.49), un polinomio di Jones generalizzato, allora ogni singolo termine

V

n

�e un invariante di Vassiliev [71℄ di tipo �nito del nodo C, ome mostrato

nella Ref. [15℄. Usando la (2.35) possiamo risrivere il primo membro ome

hW

R

(C)i =

*

Tr

R

1

X

n=0

h

n

(A;C)

+

; (2.87)

e quindi, grazie al teorema di Wik ed alla (2.71), giungere all'identi�azione

V

n

(C;R) =

1

dimR

hTr

R

h

2n

(A;C)i : (2.88)

Le divergenze dovute all'annullarsi del denominatore nella (2.71) rihiedono

una regolarizzazione della (2.88). La disussione preedente mostra he una

buona selta si basa sulle seguenti presrizioni:

1. bisogna rimpiazzare negli estremi superiori degli integrali nella (2.33)

x

i

on x

i

� � 8i, dove � > 0 �e una ostante; i�o equivale alla rihiesta,

disussa a pag. 34, he il trasporto parallelo u(t) termini un attimo �

prima dell'istante t

2. bisogna rimuovere i punti ritii, per esempio deformandoli in due

semirette parallele a distanza � ome nella �g. 14; quindi si onsid-

era il rapporto (2.85), dove anhe al denominatore si seglie la stessa

regolarizzazione.

�

E possibile dimostrare he la (2.88) os�� regolarizzata si mantiene �nita nel

limite �! 0. Tuttavia questa proedura di regolarizzazione rompe la ovari-

anza della teoria e nulla i assiura he i V

n

os�� ottenuti siano e�ettivamente

degli invarianti. La dimostrazione he essi lo sono �e ontenuta nelle Re�. [50℄

e [11℄, dove tuttavia le espressioni degli invarianti di Vassiliev V

n

in termini

di integrali di onnessioni KZ, v. la (2.81), non sono introdotte a partire dalla

teoria di ampo di Chern{Simons.

Vedremo nel apitolo 4 ome, nell'ambito della teoria BF , la regolariz-

zazione venga introdotta in una maniera pi�u naturale, il he permetter�a da

una parte di tener onto dei ambiamenti di framing, v. (2.54), e dall'altra

di studiare anhe lo sviluppo perturbativo nel aso di gauge di ono di lue

reale, v. (2.62).
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2.6 Il gauge ovariante

In questa sezione disuter�o, faendo partiolare riferimento alle Re�. [41℄

e [10℄, il alolo dei valori di aspettazione (2.37), on M = R

3

, nel gauge

ovariante

17

�

�

A

�

= 0; (2.89)

dove per alzare, abbassare e ontrarre gli indii si deve far uso di una metria

 (espliitamente la (2.89) si srive 

��

(x)�

�

A

�

(x) = 0). La ondizione (2.89)

introdue nell'integrale funzionale i termini

S

gf

[A; �℄ :=

k

4�

Z

d

3

x

q

(x) 

��

(x) Tr [�(x)�

�

A

�

(x)℄; (2.90)

S

FP

[A; ; �℄ :=

k

4�

Z

d

3

x

q

(x) 

��

(x) Tr [�(x)�

�

(D

�

)(x)℄: (2.91)

Si tratta di una selta partiolarmente interessante he non rompe la o-

varianza della teoria; i�o signi�a he in questo approio �e davvero possibile

onsiderare i nodi direttamente in tre dimensioni, senza dover riorrere ad

una rappresentazione bidimensionale ome nelle sezioni preedenti. Il prezzo

da pagare �e he on questo gauge non si rimuovono le nonlinearit�a dall'azione

ed i ghost giuoano un ruolo non banale. Ne segue he l'unia via pratia-

bile �e quella dello sviluppo perturbativo, he produe invarianti dei nodi in

termini di integrali di linea su opie del nodo stesso. Si inontrano tuttavia

gli stessi problemi a ui si �e aennato a pag. 23 ed �e quindi neessario in-

trodurre un framing he rende un po' pi�u ompliato lo studio dello sviluppo

perturbativo.

2.6.1 Le regole di Feynman

La selta (2.89) lasia dei termini ubii nell'azione. Per e�ettuare lo sviluppo

perturbativo bisogna separare l'azione in una parte quadratia S

0

ed in una

17

Se si lavora su una variet�a M 6= R

3

, vi saranno in generale pi�u soluzioni di minimo.

Se le indihiamo on �, la ondizione (2.89) si srive, in ogni settore, ome

D

�

(A

(�)

)A

�

= 0;

dove D(A

(�)

) india la derivata ovariante rispetto alla onnessione di bakground A

(�)

.
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parte d'interazione S

1

. Per tener onto dell'ordine perturbativo �e tuttavia

onveniente prima di tutto risalare la onnessione

A!

A

p

k

: (2.92)

e srivere quindi

S

0

=

1

4�

Z

TrA ^ dA+

p

k

4�

Z

d

3

x

p

Tr��

�

A

�

+

+

k

4�

Z

d

3

x

p

Tr��

�

�

�

; (2.93)

S

1

=

1

4�

p

k

Z

2

3

TrA ^ A ^ A +

p

k

4�

Z

d

3

x

p

Tr��

�

[A

�

; ℄; (2.94)

Hol = P exp

I

C

A

p

k

: (2.95)

Lo sviluppo perturbativo �e ottenuto sviluppando la (2.94) e la (2.95) in serie

di potenze ed e�ettuando quindi l'integrazione gaussiana relativa alla (2.93).

Ci�o equivale ad appliare il teorema di Wik e�ettuando le ontrazioni AA,

A� e �. Si pu�o tuttavia mostrare he, ome e�etto della struttura super-

simmetria dell'azione ompleta S

TOT

[33℄, '�e una orrispondenza esatta tra

i diagrammi di Feynman ontenenti loop bosonii (relativi al ampo A) e

loop fermionii (relativi ai ampi  e �), he quindi si sottraggono a vienda.

Poih�e tuttavia questi diagrammi sono divergenti, la sottrazione non li anel-

la esattamente, ma d�a un ontributo �nito he dipende dalla regolarizzazione

selta. Nelle Re�. [59℄[5℄ e [54℄ si mostra he a un loop �e possibile trovare

una regolarizzazione ad ho he rende onto dello shift k ! k

r

= k+

v

(nella

Ref. [38℄ si estende questo risultato a due loop). Vi �e tuttavia la possibilit�a,

segliendo altre regolarizzazioni, di ottenere una di�erente rinormalizzazione

della ostante di aoppiamento (p.es. nella Ref. [39℄ usando solo ontroter-

mini loali e BRST invarianti si ottiene, a un loop, k

r

= k+r

v

, dove r 2 R �e

un parametro libero he dipende dalla regolarizzazione). Se invee si hiede,

ome sembra pi�u naturale, he la regolarizzazione non rompa la struttura su-

persimmetria, allora la anellazione dev'essere esatta e quindi k

r

dev'essere

uguale a k a tutti gli ordini perturbativi. Lo shift deve quindi essere, ome

suggerise la Ref. [52℄, un puro e�etto non perturbativo. Si noti infatti he

esso deriva dalla relazione on il modello di Wess{Zumino{Witten e on le
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algebre di orrenti di livello k. Il fatto he k sia quantizzato (k 2 Z), ome

rihiede la teoria onforme, appare nella teoria di Chern{Simons solo a livello

non perturbativo, dove agisono anhe le trasformazioni di gauge non on-

nesse all'identit�a rispetto alle quali l'azione (2.1) non �e invariante.

�

E quindi

naturale he lo shift, he pure appare ome onseguenza della relazione on

le teorie onformi, sia invisibile a livello perturbativo.

A meno di questo possibile e�etto di rinormalizzazione della ostante

di aoppiamento, si pu�o in ogni aso mostrare he l'e�etto dei ghost on-

siste nel anellare tutte le ontrazioni interne ai vertii provenienti dallo

sviluppo della (2.94), lasiando quindi i soli diagrammi ad albero. Possi-

amo quindi a�ermare he per lo sviluppo perturbativo della (2.37), i si pu�o

limitare ad espandere la (2.95) e quindi utilizzare una sorta di teorema di

Wik generalizzato

18

in ui aanto a ontrazioni AA sono ammesse anhe

ontrazioni AAA. Usando la (2.93) e la (2.94) si riava espliitamente he

D

A

a

�

(x)A

b

�

(y)

E

0

= �4�iÆ

ab

l

��

(x� y); (2.96)

D

A

a

�

(x)A

b

�

(y)A



�

(z)

E

0

= �

(4�)

2

p

k

f

ab

v

���

(x; y; z); (2.97)

dove

l

��

(x) =

1

4�

�

���

x

�

jxj

3

; (2.98)

v

���

(x; y; z) = �

��

Z

d

3

w l

��

(x� w)l

��

(y � w)l

�

(z � w): (2.99)

�

E immediato veri�are he i nulei integrali l e v hanno le seguenti simmetrie

l

��

(x) = �l

��

(x) = �l

��

(�x); (2.100)

v

���

(x; y; z) = v

���

(y; z; x) = v

���

(z; x; y); (2.101)

v

���

(x; y; z) = �v

���

(z; y; x); (2.102)

he risultano utili nel alolo espliito degli integrali di Feynman. Si noti

inoltre he �e possibile pensare a l ome ad una (1; 1)-forma in R

3

�R

3

e a

v =

R

R

3

l ^ l ^ l ome ad una (1; 1; 1)-forma in R

3

�R

3

�R

3

.

18

Ci�o non deve sorprendere in quanto la teoria �e sostanzialmente una teoria gaussiana,

ome risulta evidente nei gauge assiali. Da un altro punto di vista si pu�o dire he, ome

e�etto della supersimmetria, l'azione e�ettiva oinide on l'azione lassia.
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2.6.2 Lo sviluppo perturbativo

Sviluppando la (2.95) in potenze di 1=

p

k ed usando le regole (2.96) e (2.97),

si ottiene uno sviluppo di (2.38) diverso da quello orrispondente alle (2.86) e

(2.88). Si noti tuttavia he in realt�a le potenze dispari di 1=

p

k non ontribui-

sono poih�e ad esse sono assoiati termini on un numero dispari di ampi A;

tali termini, in una teoria gaussiana, hanno valore di aspettazione nullo. Per

le potenze pari in 1=

p

k tuttavia non vale pi�u una relazione semplie ome

la (2.88); infatti a ausa della (2.97) al alolo di V

n

non ontribuir�a solo h

2n

ma anhe i termini h

i

, i � n, on un numero opportuno di ontrazioni AAA.

All'ordine 0, dove si ha h

0

= 1, si avr�a sempliemente

V

0

(C;R) = 1;

mentre al prim'ordine, dove h

2

= P

R

AA=k, si ha, usando la (2.96)

V

1

(C;R) = �

4�i

k



2

(R)

I

dx

�

Z

x

dy

�

l

��

(y � x);

se ora usiamo la (2.100) e i riordiamo della de�nizione (2.40) possiamo

srivere

V

1

(C;R) = �

2�i

k



2

(R)�(C;C): (2.103)

Come gi�a disusso a pag. 23 per de�nire il seondo membro della (2.103) �e

neessario introdurre un framing per il nodo C. Si pu�o mostrare, v. Ref. [3℄,

he ad ogni ordine perturbativo �e possibile isolare i diagrammi he hanno

bisogno di un framing e he in essi fattorizza sempre un termine he ontiene

il numero di autoonatenzioni �; quindi risommando tutti questi diagrammi

si pu�o mostrare he

hW

R

(C)i = exp

�

�

2�i

k



2

(R)�(C;C)

�

�

D

g

W

R

(C)

E

; (2.104)

dove l'ultimo termine �e indipendente dal framing. Ci�o �e in aordo on la

formula (2.54), ottenuta nella Ref. [75℄, e i permette di �ssare una volta

per tutte il numero di autoonatenazioni: la selta pi�u omoda onsiste nel

porre �(C;C) = 0 (framing anonio).

Al seond'ordine dovremo tener onto di due termini, uno proveniente da

h

3

on una ontrazione AAA ed uno proveniente da h

4

on due ontrazioni



CAPITOLO 2. LA TEORIA DI CHERN{SIMONS 42

AA. Trasurando, ome osservato sopra, i ontributi in �, otteniamo:

V

2

(C;R) =

4�

2

k

2



2

(R)

v

�(C); (2.105)

dove

�(C) = �2 [

H

dx

�

3

3

R

x

3

dx

�

2

2

R

x

2

dx

�

1

1

v

�

3

�

2

�

1

(x

3

; x

2

; x

1

) +

+

H

dx

�

4

4

R

x

4

dx

�

3

3

R

x

3

dx

�

2

2

R

x

2

dx

�

1

1

l

�

1

�

3

(x

1

� x

3

)l

�

2

�

4

(x

2

� x

4

)℄:

(2.106)

Questo integrale fu ottenuto per la prima volta nella Ref. [41℄, dove si mostr�o

anhe la �nitezza e l'indipendenza dal framing di iasun ontributo. Caloli

numerii su aluni nodi semplii mostrarono he

a

2

(C) =

1

2

[�(C)� �()℄; (2.107)

oinide on l'invariante di Arf (he �e anhe il seondo oeÆiente nello

sviluppo del polinomio di Alexander{Conway

19

, da ui la notazione a

2

). Un

onto analitio permise inoltre di mostrare he

�() = �

1

12

: (2.108)

La dimostrazione ompleta he la (2.106) fornise un invariante topologio �e

ontenuta nella Ref. [10℄.

La struttura generale agli ordini pi�u elevati disussa nelle Re�. [42℄ e [4℄,

�e la seguente:

V

n

(C;R) = dimR

d

n

X

i=1

�

ni

(C)r

ni

(R); (2.109)

dove r ontiene tutti i fattori guppali mentre � dipende solo dal nodo. Come

aennato a pag. 28, il polinomio di Alexander{Conway pu�o essere ottenu-

to nel limite (formale) N ! 0 della teoria di Chern{Simons. A livello di

19

Sottrarre �() in (2.107) equivale a ride�nire la (2.38) normalizzando rispetto al nodo

snodato

hCi

0

:=

hCi

hi

:

Con questa normalizzazione si ha ovviamente hi

0

= 1 anzih�e la (2.52). Questa �e la

normalizzazione lassia del polinomio di Alexander{Conway e questo spiega la (2.107).

Si noti he a quest'ordine nello sviluppo in 1=k tutti gli invarianti polinomiali oinidono.
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sviluppo perturbativo questo limite aquista un signi�ato ben de�nito. Nel-

la Ref. [42℄ si nota he in questo limite sopravvivono solo i termini d'ordine

2n on fattore gruppale dato da (

2

(R)

v

)

n

.

2.7 L'approio variazionale

Disuter�o in questa sezione un approio he permette di veri�are l'invarian-

za per di�eomor�smi dei valori di aspettazione (2.38) e di derivare la relazione

di matassa (2.49) (valida solo per la rappresentazione fondamentale di G),

senza riorrere alla teoria onforme ome nella Sez. 2.4. Quest'approio,

proposto nella Ref. [30℄ e reso pi�u rigoroso nella Ref. [19℄, si basa essen-

zialmente sulla possibilit�a di e�ettuare integrazioni per parti nell'integrale

funzionale, e quindi non pu�o essere usato nel aso di gauge singolari ome

quelli assiali. La relazione di matassa disende invee dall'identit�a di Fierz

(2.121), e quindi vale solo per le rappresentazioni fondamentali di SU(N).

Si onsideri una deformazione in�nitesima ÆC

�

(x) del nodo C. La vari-

azione dell'olonomia �e di onseguenza

Æ

ÆC

�

(x)

Hol = �

_

C

�

(x) H

x

F

��

(x)H

x

; (2.110)

dove

_

C(x) �e il vettore tangente al nodo deformato nel punto x, mentre

H

x

:= P exp

Z

T

x

x

0

C

A; (2.111)

H

x

:= P exp

Z

T

x

0

x

C

A; (2.112)

sono elementi del gruppoG he rappresentano il trasporto parallelo rispettiva-

mente �no al punto x e a partire dal punto x (on T

x

x

0

C e T

x

0

x

C si intendono

le porzioni del nodo C omprese tra gli estremi x

0

e x.) Come si vede la

(2.110) assoia ad una deformazione del nodo un termine di urvatura F

relativo alla super�ie determinata dai vettori ÆC e

_

C.

Il seondo punto di questo approio onsiste nel notare he la urvatura

F pu�o essere rappresentata in termini di derivata funzionale dell'azione

ÆS

CS

ÆA

a

�

(x)

=

k

8�

�

���

F

a

��

(x);
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ovvero

F

a

��

(x) =

4�

k

�

���

ÆS

CS

ÆA

a

�

(x)

: (2.113)

Grazie a questa relazione possiamo esprimere il valore di aspettazione di

un'osservabile ontenente la urvatura in termini di derivata funzionale rispet-

to alla onnessione appliata al resto dell'osservabile; infatti

D

OF

a

��

(x)

E

=

4�

ikZ

�

���

Z

[DA℄ O

Æe

iS

CS

ÆA

a

�

(x)

=

=

4�i

kZ

�

���

Z

[DA℄

ÆO

ÆA

a

�

(x)

e

iS

CS

=

=

4�i

k

�

���

*

ÆO

ÆA

a

�

(x)

+

; (2.114)

dove Z india la funzione di partizione e nel seondo passaggio �e stata e�et-

tuata un'integrazione per parti.

20

Utilizzando la (2.110) e la (2.114) possiamo

quindi srivere

Æ

ÆC

�

(x)

hCi = �

4�i

k

�

���

_

C

�

(x)

*

Æ

ÆA

a

�

(x)

Tr

R

H

x

R

a

H

x

;

+

(2.115)

dove si �e usato F

��

= F

a

��

R

a

, mentre hCi �e de�nito nella (2.38).

La ontorsione Consideriamo ora espliitamente il aso di una defor-

mazione ÆC he orrisponda alla prima mossa di Reidemeister (v. �g. 1).

Questo signi�a he la super�ie generata da ÆC e

_

C ha una omponente

perpendiolare alla direzione k parallela al nodo indeformato; poih�e

ÆH

x

ÆA

a

�

(x)

= H

x

R

a

dx

k

Æ

�

k

;

ÆH

x

ÆA

a

�

(x)

= R

a

H

x

dx

k

Æ

�

k

;

20

Se si tiene onto anhe del ontributo dei ghost, ome nella Ref. [41℄, allora si vede he

la (2.114) �e valida solo se QO = �[O; ℄, in modo tale he Q(FO) = 0. La (2.36) e la (2.12)

impliano he i�o �e vero nel aso della (2.110). La validit�a della (2.114) si basa quindi

sulla possibilit�a di e�ettuare un'integrazione per parti e di sartare termini Q-esatti. Ci�o

non �e possibile nel aso di gauge singolari ome quelli assiali.
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possiamo, usando la (2.53), srivere

D

^

L

+

E

�

D

^

L

0

E

= �

4�i

2

(R)

k

f

D

^

L

0

E

+O(jjÆCjj

2

);

dove

^

L

+

,

^

L

0

sono mostrati in �g. 1, mentre f �e data da

f =

Z

dx

k

ÆC

�

(x)

_

C

�

(x)�

��k

; (2.116)

quest'ultima espressione �e solo formale, ma le pu�o essere dato un signi�ato

preiso [19℄. Il valore di f risulta allora essere uguale a 1=2 (poih�e in realt�a

ÆC orrisponde solo a mezza deformazione dal nodo

^

L

�

al nodo

^

L

+

; il valore

1=2 �e analogo al valore \onvenzionale" he si d�a all'integrale

R

1

0

dtÆ(t)). Uti-

lizzando questa normalizzazione nonh�e il fatto he ogni variazione rispetto

a C produe per la (2.115) una potenza di 1=k, possiamo in�ne srivere

D

^

L

+

E

�

D

^

L

0

E

= �

2�i

2

(R)

k

D

^

L

0

E

+O

�

1

k

2

�

:

Ripetendo le medesime onsiderazione per

^

L

�

, giungiamo in�ne al risultato

(fr. (A.24)):

D

^

L

+

E

= �

D

^

L

0

E

; (2.117)

D

^

L

�

E

=

1

�

D

^

L

0

E

; (2.118)

dove

� = 1�

2�i

2

(R)

k

+O

�

1

k

2

�

: (2.119)

La relazione di matassa Passiamo ora al aso pi�u ompliato ostituito

dalla relazione di matassa. Consideriamo la di�erenza tra il nodo L

+

ed il

nodo singolare L

�

, v. �g. 4. Per evitare termini aggiuntivi del tipo appena

studiato, supponiamo he la super�ie generata da ÆC(x) e

_

C(x) non ab-

bia omponenti ortogonali alla direzione k nel punto x in ui si e�ettua la

deformazione. La derivata funzionale rispetto ad A potr�a quindi agire, on

ontributo non nullo, solo sul punto �x orrispondente al seondo passaggio del

nodo nel punto x (per essere pi�u preisi x := x(s), �x := x(�s) on x(s) = x(�s)

ma s 6= �s). Ci troveremo dunque un ontributo del tipo

Tr

R

H

x

R

a

H

�x

x

R

a

H

�x

: (2.120)
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Se R �e la rappresentazione fondamentale di SU(N) allora possiamo usare

l'identit�a di Fierz

R

a

ij

R

a

kl

=

1

2

�

Æ

il

Æ

kj

�

1

N

Æ

ij

Æ

kl

�

; (2.121)

he i permette di risrivere la (2.120) ome

1

2

�

Tr(H

x

H

�x

)TrH

�x

x

�

1

N

TrHol

�

: (2.122)

Il primo ontributo della (2.122) orrisponde al link L

0

, v. �g. 4, mentre il

seondo non d�a nessuna variazione rispetto alla on�gurazione iniziale L

�

.

Tenendo onto della normalizzazione f = 1=2 per la (2.116), e ripetendo le

medesime onsiderazioni per L

�

, otteniamo all'ordine 1=k,

hL

+

i = �

�i

k

hL

0

i+

�

1 +

�i

kN

�

hL

�

i ;

hL

�

i = +

�i

k

hL

0

i+

�

1�

�i

kN

�

hL

�

i ;

allo stesso ordine possiamo anhe srivere

�

1�

�i

kN

�

hL

+

i = �

�i

k

hL

0

i+ hL

�

i ; (2.123)

�

1 +

�i

kN

�

hL

+

i = +

�i

k

hL

0

i+ hL

�

i : (2.124)

Se ora sottraiamo la (2.118) dalla (2.117) otteniamo la relazione di matassa

nella forma (fr. (A.23))

� hL

+

i � �

�1

hL

�

i = z hL

0

i ; (2.125)

on

� = 1�

�i

kN

+O

�

1

k

2

�

; (2.126)

z = �

2�i

k

+O

�

1

k

2

�

: (2.127)
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La relazione on i polinomi di Jones

Le relazioni (2.117) e (2.118) mostrano he l'invariante ottenuto dalla teoria

di Chern{Simons non �e un invariante per isotopia d'ambiente (ossia un vero

invariante topologio del link), ma solo un invariante per isotopia regolare

(ossia un invariante topologio per una banda).

�

E tuttavia noto, v. p.es.

Ref. [46℄, ome ottenere un invariante per isotopia regolare da un invariante

per isotopia d'ambiente; �e suÆiente onsiderare il polinomio

G(C) := �

�w(C)

hCi ; (2.128)

dove � �e de�nita nella (2.119), mentre w(C) �e la ontorsione del nodo C,

de�nita nella (A.3).

�

E ora immediato veri�are he G �e invariante sotto la

prima mossa di Reidemeister e soddisfa alla relazione di matassa (A.14) on

t = �� = 1�

�i

k

N +O

�

1

k

2

�

(2.129)

e z dato dalla (2.127). Si noti he la (2.129) e la (2.127) orrispondono

al prim'ordine in 1=k della (2.50) e della (2.51). Nella Ref. [19℄ si mostra

la ompatibilit�a di questo approio on la relazione di matassa esatta, ma

i valori trovati per t e z orrispondono alla (2.50) ed alla (2.51) senza la

sostituzione k ! k + 

v

.

2.8 Conlusioni

Vorrei in quest'ultima sezione sottolineare aluni dei problemi onnessi alla

teoria di Chern{Simons, disussi nelle sezioni preedenti, e gi�a rilevati nella

Ref. [10℄.

1. La teoria CS non �e una vera teoria topologia. Ci�o �e rilevato dal fatto he

la funzione di partizione d�a un invariante he dipende non solo dalla

variet�a M ma anhe dal suo framing.

2. I nodi devono essere dotati di framing. Ci�o �e evidente sia nell'analisi non

perturbativa sia negli sviluppi perturbativi. In questi ultimi, tuttavia,

il problema �e pi�u grave, poih�e la selta del framing dev'essere fatta

ordine per ordine.
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3. L'analitiit�a in k ! 1 �e persa. Ci�o �e dovuto al fatto he la simmetria

na��f della (2.37) Z(M ;C; k) = Z(M ;C;�k) �e rotta a ausa dello shift

k ! k + 

v

nelle (2.50) e (2.51). Come onseguenza della non analiti-

it�a nella ostante di aoppiamento vi sono delle disrepanze on gli

sviluppi perturbativi.

Vedremo nei prossimi apitoli he questi problemi sono assenti nella teoria

BF . Infatti

1. essa �e una vera teoria topologia, indipendente dal framing della vari-

et�a;

2. �e possibile introdurre la nozione di framing direttamente nelle osserva-

bili assoiate ai nodi anzih�e nello sviluppo perturbativo;

3. la ostante di aoppiamento non �e quantizzata, non rinormalizza ed �e

possibile preservare l'analitiit�a della teoria he garantise il ompleto

aordo on gli sviluppi perturbativi.

La teoria BF permette inoltre di studiare il polinomio di Alexander{Conway

e si presta ad essere generalizzata in dimensione pi�u alta.
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La teoria BF

La teoria BF �e stata introdotta nella Ref. [64℄. Essa �e una teoria topologia

he pu�o essere de�nita in ogni dimensione ed in ogni dimensione possiede un

termine quadratio, della forma B ^ dA, he permette di de�nire la teoria

quantistia. In questo apitolo dar�o le informazioni essenziali relative alla

teoria BF sia nel aso abeliano sia in quello non abeliano, faendo partio-

lare riferimento alla Ref. [16℄ ui si rimanda per approfondimenti. Nel aso

abeliano non '�e aluna diÆolt�a a introdurre le osservabili e a mostrare he

i loro valori di aspettazione sono legati al numero di onatenzioni delle sot-

tovariet�a su ui sono de�nite; per lo studio della teoria BF on osservabili

nel aso non abeliano si rimanda al Cap. 4.

3.1 Il aso abeliano

L'azione della teoria BF nel aso abeliano �e data da

S

BF

=

1

2�

Z

M

d

B ^ dA; (3.1)

dove A �e una p-forma, B �e una q-forma e M

d

�e una variet�a di dimensione

d = p+ q + 1. Aanto alla simmetria di gauge, fr. la (2.4),

Æ

1

A = �d!; Æ

1

B = 0; (3.2)

dove ! �e una (p� 1)-forma, vi �e un'altra simmetria propria della teoria BF :

Æ

2

A = 0; Æ

2

B = �d�; (3.3)

49
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dove � �e una (q�1)-forma. Se p > 1 la simmetria (3.2) �e riduibile, nel senso

he �e invariante sotto la trasformazione

Æ! = �d!

1

;

dove !

1

�e una p � 2 forma. Se p > 2 anhe questa simmetria �e riduibile,

e os�� via sino alla 0-forma !

p�1

. Lo stesso disorso vale ovviamente anhe

per la seonda simmetria. In termini di integrale funzionale, le simmetrie

riduibili vengono trattate introduendo una sequenza di ghost per i ghost.

La funzione di partizione orrisponde quindi ad un prodotto di determinanti

on potenza�1 dell'operatore derivata esterna ed �e quindi legata alla torsione

di Ray{Singer. In partiolare se p = 1

Z

BF

=

1

T

; (3.4)

dove T �e la torsione di Ray{Singer.

3.1.1 Le osservabili

Dalla (3.2) e (3.3) si riava he

H

K

p

A e

H

C

q

B sono delle buone osservabili, se

K

p

e C

q

sono delle sottovariet�a hiuse rispettivamente di dimensione p e q, .

Se M

d

= S

d

, �e faile mostrare [60℄ he

*

I

K

p

A

I

C

q

B

+

= 4�i�

d

(K

p

; C

q

); (3.5)

dove �

d

(K

p

; C

q

) rappresenta il numero di onatenazioni della sottovariet�a

K

p

on la sottovariet�a C

q

immerse in S

d

, on d = p+ q + 1; esso si esprime,

generalizzando la (2.40), ome:

�

d

(K

p

; C

q

) =

1




d

I

K

p

dx

i

1

� � �dx

i

p

I

C

q

dy

j

1

� � �dy

j

q

�

i

1

���i

p

j

1

���j

q

k

(x� y)

k

jx� yj

d

; (3.6)

dove 


d

�e l'angolo solido totale in d dimensioni. Se onsideriamo un'osserv-

abile O(

R

K

i

p

A;

R

C

j

q

B), otterremo una funzione F (�

d

(K

i

p

; C

j

q

)). Si noti he i

ili K

i

p

si aoppiano solo ai ili C

j

q

e vieversa; i�o signi�a he non i sono

problemi di autoonatenazione.
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3.2 Il aso non abeliano

Nel aso non abeliano �e neessario onsiderare A ome una 1-forma di on-

nessione. Questo implia he B dovr�a essere una (d � 2)-forma a valori

nell'aggiunta. L'azione quindi si srive:

S

BF

[A;B;M ℄ :=

1

2�

Z

M

d

TrB ^ F; (3.7)

dove M

d

�e una variet�a d-dimensionale e F = d

A

A �e la 2-forma di urvatura.

Il fattore 1=2� in realt�a �e irrilevante in una teoria senza osservabili, poih�e

pu�o essere rimosso risalando il ampo B. In presenza di osservabili, ome

quelle he verranno introdotte nel Cap. 4, la selta fatta nella (3.7) rende

pi�u faile omparare questa teoria on quella di Chern{Simons. La (3.7), a

di�erenza della (2.1), �e invariante sotto trasformazioni di gauge �nite:

A(x) ! g(x)A(x)g

�1

(x) + g(x)dg

�1

(x); (3.8)

B(x) ! g(x)B(x)g

�1

(x): (3.9)

Per omodit�a diamo anhe la forma di una trasformazione di gauge in�nite-

sima generata dalla 0-forma ! a valori nell'aggiunta:

Æ

1

A = �d

A

!; (3.10)

Æ

1

B = �[B; !℄; (3.11)

he generalizza al aso non abeliano la (3.2). Come nel aso abeliano, esiste

una seonda trasformazione di simmetria generata dalla (d � 3)-forma � a

valori nell'aggiunta:

Æ

2

A = 0; (3.12)

Æ

2

B = �d

A

�; (3.13)

la (3.7) �e invariante sotto questa trasformazione di simmetria a ausa dell'i-

dentit�a di Bianhi

d

A

F = 0: (3.14)

�

E immediato veri�are he, se i restringiamo alle on�gurazioni di minimo

F = 0, d

A

B = 0, allora esistono delle simmetrie riduibili Æ� = �d�

(1)

, he

rendono pi�u ompliata l'analisi in d > 3. In ogni aso �e possibile provare

[16℄ he la teoria BF fornise degli invarianti topologii in ogni dimensione.

In d = 3 l'invariante ottenuto �e l'inverso della torsione di Ray{Singer non

abeliana.
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3.3 Deformazioni della teoria BF

Vogliamo qui onsiderare le possibili deformazioni della teoria BF ottenute

aggiungendo un termine topologio ed invariante per trasformazioni di gauge

(3.8,3.9). Per evitare divergenze hiediamo anhe he tale termine non on-

tenga singolarit�a he per A;B ! 1. Se esludiamo l'aggiunta di termini

di Chern{Simons, possibili solo in dimensioni dispari e omunque invarianti

solo sotto trasformazioni di gauge in�nitesime (3.10), e hiediamo he B sia

una (d� 2)-forma a valori nell'aggiunta (in modo da avere sempre il termine

quadratio B ^ dA), allora vale la seguente

Proposizione 1 A meno di trasformazioni unitarie su A e B, esistono de-

formazioni non singolari, topologihe ed invarianti di gauge della teoria BF

solo per d = 2; 3; 4. Esse hanno la forma:

g

S

BF

[A;B;M

2

℄ =

Z

M

2

Tr(f(B)F ); (3.15)

g

S

BF

[A;B;M

3

℄ =

Z

M

3

Tr

 

B ^ F +

�

2

3

B ^B ^B

!

; (3.16)

g

S

BF

[A;B;M

4

℄ =

Z

M

4

Tr

 

B ^ F +

�

2

2

B ^B

!

; (3.17)

dove f �e una funzione analitia sullo spazio delle 0-forme a valori nell'aggiun-

ta, mentre � �e una ostante arbitraria. (Se vogliamo he l'integrale funzionale

\onverga" dobbiamo hiedere inoltre he Re�

2

� 0 e he Re lim

jBj!+1

f(B) �

0).

Dimostrazione La forma pi�u generale di un'azione invariante sotto la (3.8,3.9)

si srive

g

S

BF

=

Z

M

d

X

r�0;s�0

d

r

A

B

s

;

poih�e vogliamo un'azione topologia, dobbiamo hiedere he

r + (d� 2)s = d; (3.18)

on r; s 2 Z

+

. Per risolvere la (3.18) onsideriamo i seguenti asi

1. Il aso d = 2. Le (3.18) ha soluzione per r = 2 e 8s. Poih�e d

2

A

= F , si

ottiene la (3.16) on f(B) =

P

1

s=0

�

s

B

s

, dove le �

s

sono ostanti arbitrarie.
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2. Il aso d > 2. La (3.18) pu�o essere risritta nella forma

s =

d� r

d� 2

; (3.19)

he ha soluzioni solo per r = 0; 1; 2; d. Infatti se 2 < r < d allora 0 < s < 1,

mentre se r > d allora s < 0. Dobbiamo quindi studiare i seguenti sottoasi:

(a) r = d In questo aso si ha s = 0. Poih�e d

2

A

= F , otteniamo il termine

F

d=2

se d �e pari, mentre se d �e dispari abbiamo d

A

F

(d�1)=2

he, per la

(3.14), si annulla.

(b) r = 2 In questo aso si ha s = 1 e si ottiene il termine BF .

() r = 1 Questo aso ammette soluzione solo per d = 3; essa vale s = 2 e

fornise il termine Bd

A

B.

(d) r = 0 Quest'ultimo aso ammette soluzione solo per d = 3 e d = 4.

Si ha rispettivamente s = 3 e s = 2, e quindi i termini B

3

e B

2

he

ompaiono nella (3.16) e nella (3.17).

In d = 3 �e possibile eliminare il termine Bd

A

B se si e�ettua il ambio di variabili

A ! A+ �B; (3.20)

B ! B; (3.21)

dove � �e un'opportuna ostante. Si noti he B in tre dimensioni �e una 1-forma

e quindi la trasformazione �e ben de�nita. Inoltre �e immediato veri�are he essa

ha Jaobiano uguale a 1. Se d = 2m �e invee possibile eliminare il termine F

m

tramite il ambiamento di variabili

A ! A; (3.22)

B ! B + �F

m�1

; (3.23)

dove � �e un'opportuna ostante. Poih�e B �e una (2m � 2)-forma, la trasforma-

zione �e ben de�nita. Anhe in questo aso si veri�a immediatamente he essa ha

Jaobiano uguale a 1.

Consideriamo ora pi�u in dettaglio i asi d = 3 e d = 4 on azione de�nita

dalla (3.16) e dalla (3.17).

La teoria BF in 3 dimensioni Essa �e de�nita dalla (3.16). Oltre alla

simmetria di gauge, essa �e invariante anhe sotto la trasformazione, generata



CAPITOLO 3. LA TEORIA BF 54

dalla 0-forma � a valori nell'aggiunta,

Æ

2

A = ��

2

[B; �℄; (3.24)

Æ

2

B = �d

A

�; (3.25)

he generalizza la (3.12,3.13). La teoria BF in tre dimensioni �e stata studi-

ata [74℄ in onnessione on la gravit�a eulidea in 3 dimensioni. Essa infatti

pu�o essere vista ome una teoria di gauge on gruppo SO(3) desritta dalla

onnessione di spin ! e dalla triade e. In questo formalismo l'azione oinide

on la (3.16) se identi�hiamo A on !, B on e, il gruppo di struttura G on

il gruppo di Lorentz

1

SO(3) e � on la ostante osmologia. Con abuso di

linguaggio ontinueremo a hiamare � ostante osmologia anhe nel aso

in ui G 6= SO(2; 1). Il termine B

3

verr�a hiamato di onseguenza termine

osmologio.

La teoria BF in 4 dimensioni Essa �e de�nita dalla (3.17). In questo

aso la (3.12, 3.13), si generalizza in

Æ

2

A = �

2

�; (3.26)

Æ

2

B = �d

A

�; (3.27)

dove � �e una 1-forma a valori nell'aggiunta. La quantizzazione anonia

della (3.17) mostra [44℄ he i funzionali d'onda sono dati dall'esponenziale

dell'azione di Chern{Simons.

1

Le trasformazioni di gauge (3.10,3.11) on gruppo SO(3), orrispondono alle rotazioni.

La 0-forma � he ompare nella (3.24,3.25) genera invee le traslazioni. La gravit�a eulidea

in 3 dimensioni pu�o quindi essere vista ome una teoria di gauge on gruppo di struttura

dato dal gruppo di Poinar�e ISO(3) [74℄.
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La teoria BF on osservabili

In questo apitolo desrivo la teoria BF in presenza di osservabili assoiate

a nodi. Tali osservabili sono state introdotte, nel aso della teoria BF pura,

nelle Re�. [31℄ e [25℄ (rispettivamente in quattro e tre dimensioni).

Qui presento anhe una generalizzazione al aso in ui la ostante osmo-

logia �e diversa da zero. Disuto la relazione tra quest'ultima teoria e quella

di Chern{Simons, nonh�e le relazioni on i polinomi di Jones generalizzati.

Considero lo sviluppo perturbativo sia nel aso del gauge ovariante, dove

si ottengono risultati analoghi a quelli delle Re�. [41℄ e [10℄, sia nel aso

dei gauge assiali dove si ottengono gli integrali di Kontsevih [50℄[11℄ ed una

nuova formula [23℄ he permette di alolare gli invarianti in maniera pu-

ramente ombinatoria. Disuto ome e perh�e l'invarianza topologia vada

parzialmente perduta quando si lavora on questi gauge singolari, nei quali

supersimmetria �e rotta da N = 2 a N = 1. In�ne aenno all'introduzione

delle osservabili nel aso quadridimensionale [31℄.

4.1 Gli sviluppi perturbativi nel aso tridi-

mensionale

4.1.1 Invarianza BRST e �nitezza

Nella teoria BF sono presenti due simmetrie: la usuale simmetria di gauge

(3.8,3.9) e la simmetria (3.24,3.25). Ci�o signi�a he non �e suÆiente �ssare

55
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il gauge on una ondizione tipo la (2.8), ma �e neessario imporre anhe

G

a

[B℄(x) = 0: (4.1)

A livello di integrale funzionale dovremo onsiderare aanto ai ampi \�sii"

A e B anhe dei moltipliatori di Lagrange � e ', e dei ghost ; � e q; �q.

Tutti questi ampi aggiuntivi sono a valori nell'algebra di Lie di G. L'azione

omplessiva assumer�a la forma

S

TOT

=

g

S

BF

+Q�; (4.2)

dove

� =

Z

M

3

d

3

x

q

(x)[Tr�(x)F(x) + Tr�q(x)G(x)℄; (4.3)

e Q �e il generatore nilpotente (fQ;Qg = 0) delle trasformazioni BRST. Esso

agise ome segue:

QA = �d

A

� �

2

[B; q℄; (4.4)

QB = �[B; ℄� d

A

q; (4.5)

Q =

1

2

[; ℄ +

�

2

2

[q; q℄; (4.6)

Qq = [q; ℄; (4.7)

Q� = �; (4.8)

Q�q = '; (4.9)

Q� = 0; (4.10)

Q' = 0: (4.11)

Ripetendo gli argomenti gi�a usati a proposito della teoria di Chern{Simons,

�e possibile dimostrare l'indipendenza dalla metria dei valori aspettazione di

osservabili Q-hiuse. Potremo quindi ottenere degli invarianti topologii se

onsidereremo delle osservabili nei ampi \�sii" A e B he siano invarianti

sotto le (3.83.9) e (3.24,3.25).
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Nella Ref. [53℄ �e mostrato he nel gauge ovariante (F = �

�

A

�

, G = �

�

B

�

)

si pu�o introdurre una aria vettoriale

e

Q, de�nita da

e

QA = � � d�q; (4.12)

e

QB = � � d�; (4.13)

e

Q = �A; (4.14)

e

Qq = �B; (4.15)

e

Q� = 0; (4.16)

e

Q�q = 0; (4.17)

e

Q� = d�; (4.18)

e

Q' = d�q; (4.19)

tale he

e

QS

TOT

= 0. Poih�e si mostra he

f

e

Q;

e

Qg = 0; (4.20)

fQ;

e

Qg = d+ equazioni del moto; (4.21)

essa genera una supersimmetria da ui deriva la �nitezza

1

della teoria. Ci�o

signi�a in partiolare he la ostante di aoppiamento � non rinormalizza a

livello perturbativo. Poih�e essa ompare espliitamente nelle trasformazione

(3.24,3.25), questo risultato non pu�o essere invalidato da e�etti non perturba-

tivi. Generalizzando al aso della teoria BF i risultati delle Re�. [18℄ e [51℄,

si pu�o mostrare he la struttura supersimmetria �e presente anhe nel aso

dei gauge assiali e di quelli interpolanti. Come nella teoria di Chern{Simons

il passaggio dal gauge ovariante a quello assiale omporta una rottura della

supersimmetria da N = 2 a N = 1. Questa rottura �e responsabile della non

ompleta invarianza per di�eomor�smi della teoria nei gauge assiali.

1

Questo risultato �e generalizzato in dimensione pi�u alta nella Ref. [52℄. Si noti he

la struttura supersimmetria garantise la �nitezza quando non vi siano anomalie. Si

dimostra esplitamente he queste sono assenti in dimensione 3, 4 e 5.
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Struttura generale dello sviluppo perturbativo

La �nitezza della teoria BF implia he lo sviluppo perturbativo in un gene-

rio gauge, he realizzi la supersimmetria, pu�o essere e�ettuato utilizzando

una sorta di teorema di Wik generalizzato,

2

dove non si ontraggono solo le

oppie AB ma anhe le terne ABB e AAA.

�

E possibile veri�are he si ha

(fr. le (2.96) e (2.97))

D

A

a

(x)B

b

(y)

E

0

= �4�iÆ

ab

l(x� y); (4.22)

D

A

a

(x)B

b

(y)B



(z)

E

0

= �(4�)

2

f

ab

v(x; y; z); (4.23)

D

A

a

(x)A

b

(y)A



(z)

E

0

= �(4�)

2

�

2

f

ab

v(x; y; z); (4.24)

dove l �e una (1; 1)-forma in R

3

�R

3

e v �e una (1; 1; 1)-forma in R

3

�R

3

�R

3

de�nita da

v(x; y; z) =

Z

w2R

3

l(x� w) ^ l(y � w) ^ l(z � w): (4.25)

La (1; 1)-forma l integrata su due nodi d�a il numero di onatenazioni, gener-

alizzando os�� la formula di Gauss (2.40); l'invarianza per deformazioni non

singolari del nodo e il salto di un'unit�a in seguito ad una deformazione sin-

golare (he passa per un'intersezione), orrisponde al fatto (v. [10℄ per il aso

del gauge ovariante) he esiste una (2; 0)-forma f tale he

d

L

l = �d

R

f + �

L

ÆI; (4.26)

dove d

L

e d

R

indiano le derivate esterne he mandano (k; h)-forme rispet-

tivamente in (k + 1; h) e (k; h + 1)-forme, mentre Æ �e la distribuzione di

Dira.

Se onsideriamo ora la mappa i

2

daR

3

�R

3

�R

3

inR

3

�R

3

�R

3

�R

3

, he

orrisponde a immergere la seonda opia diR

3

ome sottospazio diagonale di

R

3

�R

3

, allora nel gauge ovariante ed in tutti i gauge interpolanti salvo he

nel limite

3

(singolare) dei gauge assiali, vale la seguente identit�a tra (1; 2; 1)-

forme in R

3

�R

3

�R

3

:

dv + i

�

2

(l ^ l) = 0; (4.27)

2

Come nella teoria di Chern{Simons, i�o signi�a he, a ausa della supersimmetria,

l'azione e�ettiva oinide on quella lassia.

3

Se � �e il parametro interpolante [51℄ he fa passare dal gauge ovariante (� = 0) al

gauge assiale (� !1), evidentemente non �e possibile ommutare il limite on la derivata:

lim

�!1

dv 6= d lim

�!1

v.
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dove i

�

2

�e il pull-bak della (1; 1; 1; 1)-forma l ^ l. Mostrer�o pi�u avanti he la

(4.26) e la (4.27) sono equivalenti al alolo variazionale.

4.1.2 Calolo variazionale

Intendo qui introdurre la generalizzazione alla teoria BF dell'approio vari-

azionale disusso nella Sez. 2.7 [30℄[19℄. Nel aso della teoria BF pura,

quest'approio �e stato introdotto e usato nella Ref. [25℄.

Cominiamo ol notare he le derivate funzionali dell'azione (3.16) rispet-

to ai ampi fondamentali danno

Æ

g

S

BF

ÆA

a

�

(x)

=

1

8�

�

���

(d

A

B)

a

��

(x);

Æ

g

S

BF

ÆB

a

�

(x)

=

1

8�

�

���

(F

a

��

(x) + �

2

f

ab

B

b

�

(x)B



�

(x));

he possono essere invertite a dare le derivate ovarianti dei ampi A e B in

termini di derivate funzionali dell'azione:

(d

A

B)

a

��

(x) = 4��

���

Æ

g

S

BF

ÆA

a

�

(x)

; (4.28)

F

a

��

(x) + �

2

f

ab

B

b

�

(x)B



�

(x) = 4��

���

Æ

g

S

BF

ÆB

a

�

(x)

: (4.29)

Ripetendo il alolo he porta alla (2.114) possiamo quindi dimostrare he:

D

(d

A

B)

a

��

(x)O

E

= 4�i�

���

*

ÆO

ÆA

a

�

(x)

+

; (4.30)

D

F

a

��

(x)O

E

+ �

2

f

ab

D

B

b

�

(x)B



�

(x)O

E

= 4�i�

���

*

ÆO

ÆB

a

�

(x)

+

: (4.31)

Il onto preedente non tiene onto dei ghost. Si pu�o veri�are he essi non

ontribuisono solo per una ombinazione del tipo

D

Tr[(F + �

2

B ^B)

a

��

(x)O

1

+ �(d

A

B)

a

��

(x)O

2

℄

E

= 4�i�

���

*

ÆO

1

ÆB

a

�

(x)

+

ÆO

2

ÆA

a

�

(x)

+

;

(4.32)
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dove O

1

e O

2

devono soddisfare alle seguenti equazioni

QO

1

= �[O

1

; (x)℄� �[O

2

; q(x)℄; (4.33)

QO

2

= �[O

2

; (x)℄� �[O

1

; q(x)℄: (4.34)

aÆnh�e la ombinazione in esame sia Q-hiusa. Si osservi he anhe in questo

aso, ome nella teoria di Chern{Simons, il alolo variazionale si basa sulla

possibilit�a di e�ettuare integrazioni per parti e di sartare termini Q-esatti.

Esso dunque non vale nel aso dei gauge assiali.

Come mostreremo nelle prossime sezioni, �e possibile ostruire anhe nella

teoria BF delle osservabili he dipendono da ammini hiusi, he sono inva-

rianti di gauge e he non dipendono dalla struttura metria della variet�a M .

Considerazioni analoghe a quelle della Sez. 2.7 permetteranno di dimostrare

he la variazione di queste osservabili rispetto ad una deformazione del am-

mino �e riesprimibile in termini di F , d

A

B e B^B, e quindi, grazie alle (4.30)

e (4.31), tramite derivate funzionali della parte rimanente dell'osservabile

rispetto ai ampi A e B. La (4.31) i die tuttavia he �e neessario onsi-

derare una partiolare ombinazione di F e B ^ B. Questa neessit�a, he �e

tuttavia assente nella teoria BF pura, sar�a legata al problema del framing.

�

E interessante osservare he, in uno sviluppo perturbativo, dove si fa uso

delle (4.22), (4.23) e (4.24), il alolo variazionale �e equivalente alle (4.26)

e (4.27). Si onsiderino infatti delle inserzioni di d

A

B e F + �

2

B ^ B non

singolari, ossia in punti he non ompaiono nell'osservabile O. Allora dalle

(4.30) e (4.31) si riava he h(F + �

2

B ^ B + �d

A

B)Oi = 0. Sviluppando

un'arbitraria osservabile O, he soddis� alla (4.33) on O

1

= O

2

= O, in

serie di potenze in A e B ed usando le (4.22), (4.23) e (4.24), si mostra he

devono valere le (4.26) e (4.27). Ho gi�a riordato he la (4.27) non vale nei

gauge assiali. La (4.32) deve quindi essere vista ome un'identit�a di Ward

he non vale pi�u quando la supersimmetria sottostante alla teoria �e rotta da

N = 2 a N = 1. In tali situazioni non siamo pi�u garantiti he vi sia una

ompleta invarianza per di�eomor�smi. Equivalentemente si pu�o dire he nei

gauge assiali non �e possibile e�ettuare integrazioni per parti poih�e i termini

di \bordo" danno un ontributo non nullo.
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4.2 Le osservabili

Per ottenere degli invarianti dalla teoria BF �e neessario introdurre delle

osservabili invarianti di gauge e indipendenti dalla metria. Per molto tempo

l'introduzione di queste osservabili ha ostituito un grosso problema he ha

di fatto limitato l'utilit�a della teoria BF . Possibili osservabili, per la teoria in

quattro dimensioni, furono suggerite per la prima volta nella Ref. [31℄. Nella

Ref. [25℄ si �e mostrato he la versione tridimensionale di tali osservabili per

la teoria BF pura soddisfa a tutti i requisiti di invarianza rihiesti. In questa

sezione disuter�o la ostruzione di queste osservabili sia per la teoria pura

sia per quella on termine osmologio. Lo studio di questo seondo aso,

anora del tutto assente in letteratura, �e molto importante per omprendere

le relazioni tra la teoria BF e la teoria di Chern{Simons.

Alune notazioni

Sia C una urva, non neessariamente hiusa. Indiher�o on x

0

i

e x

0

f

i

punti terminali di tale urva (se la urva �e hiusa, x

0

indiher�a un punto

base). Dato un punto x 2 C, t

x

C indiher�a il versore tangente a C nel punto

x. Con T

x

C e T

x

C indiher�o le porzioni di C rispettivamente dal punto x

all'estremo �nale e dall'estremo iniziale al punto x. Il trasporto parallelo

lungo C, rispetto alla onnessione A, sar�a indiato on H(C):

H(C) = P exp

Z

C

A; (4.35)

se C �e una urva hiusa sriver�o Hol(C), fr. (2.31). Talora, quando i�o

non dovesse essere ambiguo, sriver�o sempliemente H e Hol. User�o anhe

le notazioni abbreviate H

x

e H

x

al posto di H(T

x

C) e H(T

x

C).

�

E faile

veri�are he sotto una trasformazione di gauge (3.8), il trasporto parallelo

trasforma ome segue:

H ! g(x

0

i

)Hg

�1

(x

0

f

); (4.36)

mentre sotto la trasformazione speiale (3.24), si ha:

Æ

2

H = ��

2

Z

x2C

H

x

[B(x); �(x)℄H

x

: (4.37)

La (4.36) e la (3.9) suggerisono di prendere in onsiderazione l'osservabile

H(K

x

)B(x)H(K

x

), dove K

x

e K

x

sono urve he hanno x rispettivamente
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ome estremo iniziale e �nale. Sotto una trasformazione di gauge tale osserva-

bile si omporta ome un trasporto parallelo lungo la urva K

x

[K

x

. Poih�e

B �e una 1-forma sar�a naturale integrarla lungo una urva C. Se hiediamo

he t

x

K

x

= t

x

K

x

= t

x

C, allora sotto una trasformazione speiale (3.24,3.25)

si avr�a

Æ

2

Z

x2C

H(K

x

)B(x)H(K

x

) = �

R

x2C

H(K

x

)d

A

�(x)H(K

x

) +O(�

2

) =

�

R

x2C

d[H(K

x

)�(x)H(K

x

)℄ +O(�

2

);

(4.38)

dove nell'ultimo termine �e stato possibile sostituire alla derivata ovariante

d

A

la derivata ordinaria d. Possiamo ora passare alla ostruzione espliita

delle osservabili della teoria BF .

4.2.1 La teoria BF pura

Cominiamo on il aso pi�u semplie ostituito dalla teoria BF pura, io�e

on � = 0. La disussione preedente suggerise di onsiderare



0

(K) := Hol(K); (4.39)



1

(C; fKg) :=

I

x2C

H(K

x

)B(x)H(K

x

); (4.40)

dove K �e una urva hiusa on punto base �x, mentre fKg india una famiglia

di urve aventi un estremo in �x. Per ogni punto x 2 C i saranno due e due

sole urve indiate on K

x

e K

x

aventi x ome estremo, rispettivamente

iniziale e �nale. Si rihiede inoltre he t

x

K

x

= t

x

K

x

= t

x

C. Sotto una

trasformazione di gauge (3.8,3.9) si ha



i

! g(�x)

i

g

�1

(�x); (4.41)

e quindi la traia di una generia funzione analitia di 

0

e 

1

, �e invariante di

gauge. Per ottenere degli invarianti topologii, tuttavia, dobbiamo hiedere

l'invarianza anhe sotto trasformazioni del tipo (3.24,3.25) on � = 0. Usando

le (4.37) e (4.38), si trova he

Æ

2



0

= 0; (4.42)

Æ

2



1

= H(K

x

0

f

)�(x

0

f

)H(K

x

0

f )�H(K

x

0

i

)�(x

0

i

)H(K

x

0

i
); (4.43)

dove x

0

i

e x

0

f

sono i punti estremali di C. Si noti he per eliminare l'ultimo

termine non �e suÆiente rihiedere he la urva C sia hiusa, poih�e quando
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x

0

f

! x

0

i

la urva K

x

0

f

non viene a oinidere on la urva K

x

0

i

e la urva

K

x

0

f

non viene a oinidere on la urva K

x

0

i

. Per ottenere l'invarianza

rispetto a Æ

2

�e quindi neessario �ssare a zero il generatore � nel punto x

0

(limite omune di x

0

f

e x

0

i

). Eventualmente si pu�o pensare di aver messo

all'in�nito il punto base x

0

.

Si noti he il valore di aspettazione di una funzione di 

0

e 

1

�e invariante

rispetto a variazioni in�nitesime delle urve in fKg, purh�e tali variazioni

non intersehino la urva hiusa C. Infatti la variazione in�nitesima del

trasporto parallelo rispetto alla urva lungo la quale �e alolato, �e esprimibile

inserendo un termine di urvatura F nel punto attorno al quale si e�ettua la

variazione (fr. la (2.110)). Ma grazie alla (4.31) on � = 0, tale inserzione

pu�o essere riespressa in termini di una derivata funzionale rispetto a B e, se

la deformazione non intersea il ammino C dove B vive, tale variazione �e

nulla. Quindi in realt�a le osservabili dipendono solo dalla lasse di omotopia

delle urve K. Possiamo quindi, senza perdere di generalit�a, onsiderare il

aso partiolare in ui K

x

= T

x

(K), K

x

= T

x

(K), K = C e �x = x

0

. In tal

aso sriveremo sempliemente 

0

(C) e 

1

(C).

4.2.2 La teoria BF on termine osmologio

Le osservabili introdotte nel aso della teoria BF pura in (4.39) e (4.40), non

sono invarianti sotto la trasformazione (3.24,3.25) se � 6= 0.

�

E pensabile he,

ome nel aso della ostruzione dell'olonomia in (2.33), si possano introdurre

altre osservabili he sommate a 

0

e 

1

produano un invariante. Di fatto

queste osservabili esistono, ome mostrer�o fra poo, ma solo nel aso in ui
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K

x

= T

x

(K), K

x

= T

x

(K), K = C e �x = x

0

. Esse si srivono

4



0

(C) := Hol(C);



1

(C) :=

H

x2C

H

x

B(x)H

x

;



2

(C) :=

H

x<y2C

H

x

B(x)H

y

x

B(y)H

y

;

.

.

.



n

(C) :=

H

x

1

<���<x

n

2C

H

x

1

B(x

1

)H

x

2

x

1

� � �H

x

n

x

n�1

B(x

n

)H

x

n

;

.

.

.

(4.44)

dove si �e usata la notazione abbreviata H

x

= H(T

x

C), H

x

= H(T

x

C) e

H

y

x

= H(T

x

T

y

C). Si noti he �e anhe possibile srivere



n

(C) = P

B

[

0

(C)(

0

(C)

�1



1

(C))

n

℄; (4.45)

dove P

B

india l'ordinamento dei ampi B lungo il ammino C.

�

E immediato

veri�are he tutte le osservabili 

i

sono invarianti di gauge (ossia soddis-

fano alla (4.41) on �x sostituito da x

0

). Sotto una trasformazione del tipo

(3.24,3.25) si ha invee, usando ripetutamente la (4.37) e la (4.38), he

Æ

2



n

= ��

2

g



n+1

+

g



n�1

+ [�(x

0

); 

n�1

℄; (4.46)

dove

f



n

�e de�nito a partire da 

n

sostituendo in tutti i modi possibili un

ampo B on un ommutatore [B; �℄:

g



�1

=

f



0

= 0;

f



1

=

H

x2C

H

x

[B(x); �(x)℄H

x

;

f



2

=

H

x<y2C

H

x

[B(x); �(x)℄H

y

x

B(y)H

y

+

H

x<y2C

H

x

B(x)H

y

x

[B(y); �(y)℄H

y

;

.

.

.

4

Nel aso in ui G = SU(2), le osservabili (4.44) onidono on le variabili di loop di

Rovelli e Smolin [63℄ se A e B sono interpretate ome le nuove variabili di Ashtekar [8℄ (A

ome la onnessione di spin e B ome la triade ). Poih�e B �e la variabile oniugata di A,

�e possibile mostrare [63℄ he

f

m

; 

n

g � 

m+n�1

;

dove f�; �g �e la parentesi di Poisson e 

�1

� 0. Quindi le 

n

ostituisono un'algebra

gradata. Si noti he esiste in essa una sottoalgebra formata dalle sole 

0

e 

1

. Ci�o spiega

perh�e queste due variabili possano ostituire l'insieme ompleto di osservabili della teoria,

ome aade nel aso di ostante osmologia nulla.
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Si pu�o quindi veri�are he l'osservabile

� :=

1

X

n=0

�

n



n

= P

B

[

0

exp(�

�1

0



1

)℄; (4.47)

si omporta bene sia sotto trasformazioni di gauge (3.8,3.9)

�! g(x

0

)�g

�1

(x

0

); (4.48)

sia sotto trasformazioni del tipo (3.24,3.25)

Æ

2

� = [��(x

0

);�℄ � e

��(x

0

)

�e

���(x

0

)

� �; (4.49)

dove si vede he l'e�etto di Æ

2

orrisponde a quello di una trasformazione di

gauge in�nitesima generata da ��(x

0

). Se ora de�niamo le Wilson loop della

teoria BF ome

W

R

(C) := Tr

R

�(C); (4.50)

abbiamo �nalmente delle osservabili invarianti sotto tutte le simmetrie della

teoria BF ed indipendenti dalla struttura metria. Si noti he �e possibile

ottenere un'osservabile invariante anhe onsiderando la traia di

�

0

:=

1

X

n=0

�

2n



2n

= P

B

[

0

os(�

�1

0



1

)℄; (4.51)

�

1

:=

1

X

n=0

�

2n+1



2n+1

= P

B

[

0

sin(�

�1

0



1

)℄; (4.52)

he hanno parit�a ben de�nita sotto � ! ��. Se hiediamo, ome nel aso

della teoria BF pura, he �(x

0

) = 0, allora potremo onsiderare valori di

aspettazione della traia di una generia funzione di tali osservabili.

Ora he abbiamo de�nito le osservabili della teoria BF possiamo passare

allo studio degli invarianti topologii prodotti dai loro valori di aspettazione.

Cominer�o dalla teoria BF on termine osmologio, il ui studio �e reso pi�u

faile dalla relazione on la teoria di Chern{Simons.

4.3 La teoria BF on termine osmologio ed

i polinomi di Jones

Voglio disutere in questa sezione il alolo dei valori di aspettazione della

(4.50) e mostrare he essi danno i polinomi di Jones generalizzati. Cominer�o
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desrivendo la suggestiva relazione tra la teoria BF on termine osmologio

e la teoria di Chern{Simons. Quindi disuter�o il problema del framing e dar�o

alune appliazioni del alolo variazionale. Disuter�o quindi lo sviluppo

perturbativo nei gauge assiali ed in quello ovariante.

4.3.1 La relazione on la teoria di Chern{Simons

Come �e stato mostrato in [75℄, la funzione di partizione della teoria di Chern{

Simons, nel limite di aoppiamento debole, d�a | a meno di una fase |

l'inverso della radie quadrata della torsione di Ray{Singer, v. la (2.28). In

[16℄ si mostra invee he la funzione di partizione della teoriaBF on ostante

osmologia d�a l'inverso di tale torsione. Ci si aspetta dunque he valga la

relazione

Z

CS

(M)Z

CS

(M) = Z

BF

(M): (4.53)

Tale formula �e dimostrata espliitamente in [74℄[58℄[57℄[6℄ (nel aso in ui

G = SU(2)). Il primo membro della (4.53) si pu�o srivere

5

Z

CS

(M)Z

CS

(M) =

Z

DA

1

DA

2

e

ikS

CS

(A

1

;M)

e

�ikS

CS

(A

2

;M)

; (4.54)

e quindi, e�ettuando il ambiamento di variabili

A =

A

1

+ A

2

2

; (4.55)

B = k(A

1

� A

2

) (4.56)

(si noti he A �e anora una onnessione), si pu�o risrivere il seondo membro

della (4.54) ome

Z

DADB e

i

g

S

BF

(A;B;M)

;

5

Come disusso alla �ne del Cap. 2, Z

CS

(M) non �e ottenuta banalmente mandando

k ! �k. Nella formula (4.54) solo apparentemente si e�ettua questa sostituzione. In

realt�a, se usassimo una notazione pi�u estesa, nell'integrale funzionale dovrebbe apparire

anhe la orrezione dovuta alla non invarianza per di�eomor�smi della misura DA. Questa

orrezione �e data dall'esponenziale dell'invariante di Chern{Simons per la onnessione di

Levi{Civita. Questo termine �e la ausa della fase, non topologiamente invariante, he

ompare nel alolo di Z

CS

. Nella (4.54) i ontributi dovuti alla non invarianza di DA

1

e

DA

2

si anellano.
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dove

g

S

BF

�e de�nita dalla (3.16) on

� =

1

2k

: (4.57)

Si noti he sotto una trasformazione di gauge in�nitesima (fr. (2.4))

ÆA

1

= �d

A

1

!

1

; (4.58)

ÆA

2

= �d

A

2

!

2

; (4.59)

i ampi A e B trasformano (fr. le (3.10), (3.11), (3.24) e (3.25)) seondo

ÆA = �d

A

! � �

2

[B; �℄; (4.60)

ÆB = �[B; !℄� d

A

�; (4.61)

on

! =

!

1

+ !

2

2

; (4.62)

� = k(!

1

� !

2

): (4.63)

Usando le (4.62) e (4.63) �e possibile passare dal sistema di ghost della teoria di

Chern{Simons a quello della teoria BF e ompletare quindi la dimostrazione

della (4.53).

L'introduzione delle osservabili

Vogliamo ora mostrare he il alolo del valore di aspettazione dell'osservabile

(4.50)

Z

BF

(M ;C;R) =

Z

DADB Tr

R

�(C) e

i

g

S

BF

(A;B;M)

; (4.64)

orrisponde al alolo del valore di aspettazione di una Wilson loop (2.30)

nella teoria di Chern{Simons. Notiamo prima di tutto he �e possibile invertire

le (4.55) e (4.56) e srivere

A

1

= A+ �B; (4.65)

A

2

= A� �B: (4.66)

Possiamo quindi espandere Hol(A

1

) e Hol(A

2

) in serie di Taylor rispetto a �

e, usando la de�nizione (4.47), mostrare he

Hol(A

1

) = �(A;B; �); (4.67)

Hol(A

2

) = �(A;B;��): (4.68)
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�

E quindi immediato veri�are he

Z

CS

(M ;C;R)Z

CS

(M) = Z

BF

(M ;C;R);

ovvero, dividendo ambo i membri per jZ

CS

(M)j

2

= Z

BF

(M),

Z

CS

(M ;C;R)

Z

CS

(M)

=

Z

BF

(M ;C;R)

Z

BF

(M)

: (4.69)

Vogliamo ora sottolineare le apparenti ontraddizioni ontenute nella (4.69):

1. La teoria di Chern{Simons �e de�nita solo per k 2 Z, mentre la teoria

BF �e de�nita per ogni � (on Re �

2

> 0).

2. La ostante di aoppiamento k �e soggetta ad una rinormalizzazione

k ! k + 

v

, dovuta ad e�etti non perturbativi, mentre la ostante di

aoppiamento � non rinormalizza.

3. Non �e possibile mandare k ! �k, mentre non '�e aluna ostruzione a

mandare �! ��. Anzi, nella teoria BF possiamo addirittura separare

l'osservabile � nella parte pari �

0

ed in quella dispari �

1

, v. le (4.51) e

(4.52).

Tutto i�o �e dovuto al fatto he per e�ettuare la trasformazione (4.55,4.56)

bisogna segliere una omponente del gruppo G. La teoria BF , essendo

invariante per trasformazioni di gauge �nite, si estende banalmente al di

fuori di questa omponente, a di�erenza della teoria di Chern{Simons. Ne

onsegue he la orrispondenza tra le due teorie non �e esatta: esse oinidono

solo negli sviluppi perturbativi, dove le trasformazioni di gauge �nite non

giuoano alun ruolo. Inoltre, poih�e nella teoria BF abbiamo a disposizione

due ampi, potremo, in un erto senso, distinguere il nodo dal suo framing,

rimuovendo molte di quelle ambiguit�a he sono presenti nella teoria di Chern{

Simons.

Formule di hirurgia

Usando la relazione (4.53) �e possibile tradurre la formula di hirurgia (2.55)

nel \linguaggio" della teoria BF . Partendo da

g

S

BF

(

f

M) =

t�1

X

j=0

t�1

X

j

0

=0

K

j

0

K

j

0

0

D

Tr

R

j

Hol(A

1

;C)Tr

R

j

0

Hol(A

2

;C)

E

CS

1

�CS

2

:
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ed usando le (4.67) e (4.68), si ottiene infatti

g

S

BF

(

f

M) =

t�1

X

j=0

t�1

X

j

0

=0

K

j

0

K

j

0

0

D

Tr

R

j

�(C; �)Tr

R

j

0

�(C; �)

E

BF

: (4.70)

Si noti he, a di�erenza della (4.69), il ui seondo membro pu�o essere gene-

ralizzato a tutti i valori di �, la (4.70) vale solo per � de�nito dalla (4.57)

on k 2 Z, poih�e il numero t di rappresentazioni e la matrie K dipendono

dal livello k.

4.3.2 La relazione on i polinomi di Jones

La relazione interorrente tra la teoria BF on termine osmologio e la

teoria di Chern{Simons suggerise he i valori di aspettazione normalizzati

6

(fr. la (2.128))

G(C; t; z) := �

�w(C)

Z

BF

(S

3

;C;R; �)

Z

BF

(S

3

; �)

; (4.71)

on (fr. la (2.119))

� = exp(�4�i

2

(R)�); (4.72)

diano i polinomi di Jones generalizzati. Se si lavora nella rappresentazione

fondamentale di SU(N), allora G(C; t; z) soddisfa alla relazione di matassa

(A.14) on

7

(fr. le (2.50), (2.51))

t = exp(�2�iN�); (4.73)

z = 2i sin(2��): (4.74)

Nella teoria BF la ostante di aoppiamento � non �e quantizzata e pu�o

assumere tutti i valori omplessi on Re �

2

� 0.

�

E quindi possibile onsiderare

valori di � ome � = n=N , on n 2 Z, he danno il polinomio di Alexander{

Conway on z = 2i sin(2�n=N). Prima di passare alla dimostrazione della

relazione (4.71), v. pag. 76, voglio mostrare he alune propriet�a dei polinomi

di Jones sono onsistenti on essa.

6

Salvo avviso espliito, nel resto di questa sezione onsidereremo sempre M = S

3

.

7

Si noti he le (4.73) e (4.74) sono invarianti per � ! � + 1 e quindi �e possibile us-

are quest'invarianza per estendere analitiamente G(C; t; z) a tutto il piano omplesso.

Se si tiene onto anhe della (4.72) on 

2

(R

f

) = (N

2

� 1)=2N , allora si vede he

Z

BF

(S

3

;C;R;�) �e invariante solo per �! �+N . Questa �e una simmetria \quantistia"

della teoria.
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Invarianze della teoria BF

Prima di tutto voglio onsiderare l'e�etto di una trasformazione di \inver-

sione temporale"

T :

8

>

<

>

:

x

0

! �x

0

A

0

! �A

0

B

0

! �B

0

; (4.75)

dove 0 india una direzione arbitraria, he interpretiamo onvenzionalmente

ome \tempo". Sotto la (4.75), un nodo C viene mandato nella sua immag-

ine speulare C

!

, mentre la variet�a S

3

viene mandata in se stessa ma on

orientazione opposta. Quindi

g

S

BF

(S

3

)

T

! �

g

S

BF

(S

3

);



n

(C)

T

! 

n

(C

!

):

Per riportare l'azione nella forma originale, possiamo e�ettuare il ambio

di variabili B ! �B. Sotto questa trasformazione �e evidente he 

n

!

(�1)

n



n

. Abbiamo os�� dimostrato he

Z

BF

(S

3

;C

!

; R; �) = Z

BF

(S

3

;C;R;��): (4.76)

Se si nota he w(C

!

) = �w(C), la (4.76) orrisponde alla (A.16). Consideri-

amo ora una trasformazione di parit�a

P :

8

>

<

>

:

x

i

! �x

i

A

i

! �A

i

B

i

! �B

i

; i = 1; 2; (4.77)

dove 1 e 2 indiano due direzioni arbitrarie he interpretiamo ome assia

spaziali. Sotto la (4.77) un nodo C �e mandato nel suo inverso C

�

, ottenuto

invertendo l'orientazione di C. La variet�a S

3

�e invee mandata in se stessa.

Ne segue he

8

Z

BF

(S

3

;C

�

; R; �) = Z

BF

(S

3

;C;R; �); (4.78)

he orrisponde alla (A.17).

8

Questo mostra he la teoria BF �e P -invariante. Sopra ho dimostrato he essa �e anhe

CT -invariante, dove l'operazione C di \oniugazione di aria" orrisponde a mandare �

in ��.

�

E quindi preservata l'invarianza CPT.
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Passiamo ora allo studio degli e�etti della oniugazione omplessa. Essa

manda �! ��, ma lasia invariate le osservabili 

n

. Il peso di Gibbs exp i

g

S

BF

�e mandato in exp�i

g

S

BF

. Anhe in questo aso possiamo ristabilire il segno

usuale dell'azione tramite il ambio di variabili B ! �B, he manda anhe



n

! (�1)

n



n

, e quindi ottenere

Z

BF

(M ;C;R; �) = Z

BF

(M ;C;R;���) (4.79)

(si noti he qui non �e neessario porreM = S

3

), he orrisponde all'analitiit�a

di G espressa dalla (A.15). Si noti he nella teoria BF , a di�erenza he in

quella di Chern{Simons, l'analitiit�a in � non �e rotta. Inoltre �e possibile

separare la parte �

0

pari in � (4.51) dalla �

1

(4.52) he �e dispari. La (4.76)

i die he questi invarianti hanno parit�a de�nita se si passa da un nodo alla

sua immagine speulare

D

�

0

(C

!

; �)

E

= h�

0

(C; �)i ; (4.80)

D

�

1

(C

!

; �)

E

= �h�

1

(C; �)i ; (4.81)

la (4.79) i die invee he sotto oniugazione omplessa essi si omportano

ome segue:

h�

0

(C; �)i = h�

0

(C; ��)i ; (4.82)

h�

1

(C; �)i = �h�

1

(C; ��)i ; (4.83)

se prendiamo � reale esse rappresentano, rispettivamente, la parte reale e la

parte immaginaria del polinomio di Jones (a meno della ontorsione).

La somma onnessa

Cominiamo a onsiderare la somma onnessa di variet�a. Per sempliit�a pen-

siamo a S

3

= S

3

#S

3

, on un link ontenuto in iasuna delle due sfere al

seondo membro. Consideriamo il valore di aspettazione hW (C

1

)W (C

2

)i,

dove C

1

e C

2

sono questi due link. L'invarianza per di�eomor�smi

9

della teo-

ria permette di allontanarli inde�nitamente. A questo punto �e possibile far

9

L'invarianza per di�eomor�smi he i aspettiamo a livello non perturbativo da on-

siderazioni generali sulla teoria BF , in realt�a pu�o essere parzialmente rotta in teoria delle

perturbazioni. Come si �e gi�a disusso questo �e e�ettivamente il aso quando si selgono

i gauge assiali. Si noti inoltre he la forma dei propagatori, in tal aso, non garantise

neanhe la propriet�a di luster. Usando invee il gauge ovariante si ha sia l'invarianza per

di�eomor�smi (fatto salvo il ambiamento di framing) sia la propriet�a di luster e quindi

l'argomento �e perfettamente valido.
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uso della propriet�a di luster della teoria di ampo e dimostrare he tale val-

ore di aspettazione �e uguale a hW (C

1

)i hW (C

2

)i. Ripetendo iterativamente

questo argomento arriviamo alla (2.46), e quindi alla (A.19), anhe nell'am-

bito della teoria BF . Un argomento simile permette di dimostrare anhe la

propriet�a della somma onnessa di nodi, una volta he si �e notato he



n

(C

1

#C

2

) =

X

p+q=n



p

(C

1

)

q

(C

2

); (4.84)

e he quindi

�(C

1

#C

2

) = �(C

1

)�(C

2

); (4.85)

he �e esattamente la stessa propriet�a ui soddisfa l'olonomia. Poih�e C

1

e C

2

sono in realt�a urve aperte, oorrono due segmenti urvilinei per hiuderle.

Tali segmenti possono anhe essere uniti a dare il nodo snodato. Conludiamo

quindi he

hTr

R

�(C

1

#C

2

)i hTr

R

�()i = hTr

R

�(C

1

)i hTr

R

�(C

2

)i (4.86)

Generalizzando questo argomento alla somma onnessa di due link L

1

e L

2

,

giungiamo quindi a dimostrare he anhe nella teoria BF vale la (2.48) e

quindi la (A.18).

Deformare il nodo

Questa sezione �e la pi�u importante e deliata. Vi a�ronto l'introduzione del

framing e l'invarianza per di�eomor�smi; ottengo inoltre espliitamente la

relazione di matassa (A.14). Far�o uso dell'approio variazionale, disusso

nella Sez. 4.1.2 (per l'approio variazionale nel aso della teoria di Chern{

Simons si vedano le Re�. [30℄[19℄; nel aso della teoria BF pura, he disuter�o

pi�u avanti, l'approio variazionale �e stato introdotto nella Ref. [25℄), e quindi

non i si pu�o aspettare he tali risultati siano validi anhe nei gauge assiali.

L'introduzione del framing Gli sviluppi perturbativi he onsiderere-

mo pi�u avanti rihiedono l'introduzione del framing. A di�erenza he nella

teoria di Chern{Simons, il framing pu�o essere introdotto direttamente nelle

osservabili pensando di integrare il ampo B sul nodo C ed il ampo A su

un suo ompagno C

f

(naturalmente �e possibile anhe pensare he C

f

sia il

nodo e C il suo framing). Poih�e la parte quadratia B ^ dA dell'azione
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(3.16) aoppia il ampo A solo al ampo B e vieversa, questa presrizione

�e suÆiente per rimuovere le singolarit�a dagli integrali he ompaiono nello

svilluppo perturbativo. Tuttavia, ome abbiamo gi�a osservato, le osserva-

bili (4.44) sono invarianti solo quando C = C

f

. L'introduzione del framing

rompe quindi espliitamente l'invarianza BRST delle osservabili e pu�o quin-

di distruggere l'invarianza per di�eomor�smi della teoria. Dobbiamo quindi

studiare espliitamente l'e�etto di deformazioni del nodo e del framing. Us-

ando la de�nizione (4.44) delle osservabili 

n

, �e possibile determinare l'e�etto

di una deformazione in�nitesima del nodo C o del suo ompagno C

f

:

Æ

n

ÆC

�

(x)

= �

_

C

�

(x)[

P

p+q=n�1



p

(C

x

)(d

A

B)

��

(x)

q

(C

x

)+

+

P

p+q=n�2



p

(C

x

)(B ^ B)

��

(x)

q

(C

x

)℄;

(4.87)

Æ

n

ÆC

�

f

(x)

= �

_

C

�

f

(x)

X

p+q=n



p

(C

x

)F

��

(x)

q

(C

x

); (4.88)

dove on 

p

(C

x

) e 

q

(C

x

) s'intendono le osservabili  di ordine p e q dipendenti

da C e C

f

e tronate al punto x. Se indihiamo on � l'area della super�ie

generata da ÆC e

_

C (he supporremo uguale all'area della super�ie generata

da ÆC

f

e

_

C

f

), si vede he una deformazione rispetto ai ammini, a meno

di singolarit�a, si annulla all'annullarsi di quest'area. Usando la (4.30) e la

(4.31), �e possibile esprimere queste variazioni in termini di derivate funzionali

rispetto ai ampi; i�o signi�a he le singolarit�a he possono dare ontributo

non nullo al tendere a zero di � derivano da quelle deformazioni di C he

interseano C

f

e vieversa, io�e quelle deformazioni he ambiano la lasse

di omotopia del framing.

Considereremo inizialmente deformazioni he non hanno questo genere di

singolarit�a. Si noti tuttavia he per riostruire i termini F + �

2

B

2

e d

A

B,

neessari per usare le (4.30) e (4.31), bisogna neessariamente deformare il

nodo assieme al suo framing in maniera identia. Se infatti si introdue

Æ = Æ

C

+ Æ

C

f

; (4.89)

allora dalle (4.87) e (4.88) si dedue he

ÆTr

R



n

= Tr

R

(

n

F ) + Tr

R

(

n�1

d

A

B) + Tr

R

(

n�2

B ^B); (4.90)

e quindi

ÆTr

R

� = Tr

R

[(F + �

2

B ^B + �d

A

B)�℄: (4.91)
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Poih�e Q� = �[�; ℄ � �[�; q℄, allora la (4.33,4.34) on O

1

= O

2

= � �e

soddisfatta. Quindi non vi sono ontributi da parte dei ghost ed �e possibile

far uso del alolo variazionale. Tale alolo pu�o essere appliato anhe alle

osservabili �

0

e �

1

de�nite nelle (4.51) e (4.52). Infatti dalla (4.90) si riava

he

ÆTr

R

�

0

= Tr

R

[(F + �

2

B ^B)�

0

+ �d

A

B�

1

℄; (4.92)

ÆTr

R

�

1

= Tr

R

[(F + �

2

B ^B)�

1

+ �d

A

B�

0

℄: (4.93)

Poih�e inoltre

Q�

0

= �[�

0

; ℄� �[�

1

; q℄; (4.94)

Q�

1

= �[�

1

; ℄� �[�

0

; q℄; (4.95)

le (4.33) e (4.34) sono soddisfatte on O

i

= �

i

.

La ontorsione Consideriamo ora l'e�etto di una deformazione singolare

ome quella in �g. 5, dove pensiamo di deformare C e C

f

in maniera identia.

Usando le stesse onsiderazioni della Sez. 2.7 e la stessa normalizzazione

(2.116), �e faile dimostrare he

Æ hTr

R



n

i = �4�i

2

(R) hTr

R



n�1

i ;

e he quindi

Æ hTr

R

�i = �4�i�

2

(R) hTr

R

�i ;

dove 

2

(R) rappresenta il Casimir quadratio della rappresentazione R (non

�e qui neessario restringersi alla rappresentazione fondamentale di SU(N)).

Per studiare una deformazione �nita �e neessario riorrere alla formula di

Stokes non abeliana [7℄. Si proede quindi sostituendo i termini d

A

B e F +

�

2

B ^B on derivate funzionali, v. (4.30) e (4.31). Appliando tali derivate

sul nodo stesso, e tenendo onto dei vinoli imposti dall'ordinamento, si

veri�a he alla variazione Æ

n

�e assoiato un termine

R

a

1

�R

a

1

� � �R

a

n

�R

a

n

= 

2

(R)

n

1:

Si pu�o quindi dimostrare he (fr. la (A.24))

D

Tr

R

�(

^

C

+

)

E

= �

D

Tr

R

�(

^

C

0

)

E

; (4.96)

D

Tr

R

�(

^

C

�

)

E

=

1

�

D

Tr

R

�(

^

C

0

)

E

; (4.97)

on � dato dalla (4.72) e

^

C

+

,

^

C

�

e

^

C

0

mostrati in �g. 1.
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La relazione di matassa Consideriamo ora la di�erenza tra il nodo C

+

ed il nodo singolare C

�

, v. �g. 6. Anhe in questo aso pensiamo di defor-

mare il nodo C ed il suo ompagno C

f

in maniera identia. Pensiamo inoltre

he la deformazione sia tale he la super�ie generata da ÆC e

_

C non abbia

omponenti ortogonali alla tangente al nodo nel punto in ui si e�ettua tale

variazione, in modo da liberari di ontributi di ontorsione. Ripetendo quin-

di l'analisi della Sez. 2.7, e faendo uso delle (4.87), (4.88), (4.30) e (4.31),

e supponendo di essere nella rappresentazione fondamentale di SU(N), dove

vale la (2.121), possiamo dimostrare he

Æ

D

Tr

R

f

�(C

�

)

E

= �2�i�

D

Tr

R

f

�(C

0

)

E

+

2�i�

N

D

Tr

R

f

�(C

�

)

E

:

Usando la formula di Stokes non abeliana [7℄, �e possibile anhe in questo aso

alolare l'e�etto di una variazione �nita. Se si tiene onto dei vinoli imposti

dall'ordinamento, i si rende onto he ad una variazione Æ

n

�e assoiato un

termine

S

(n)

ij;kl

:= (R

a

1

� � �R

a

n

)

ij

(R

a

1

� � �R

a

n

)

kl

: (4.98)

Se si usa ripetutamente la (2.121), esso si pu�o srivere espliitamente ome

S

(n)

ij;kl

= A

n

Æ

il

Æ

kj

+B

n

Æ

ij

Æ

kl

; (4.99)

dove

A

n

=

�

N�1

2N

�

n

� (�1)

n

�

N+1

2N

�

n

2

; (4.100)

B

n

=

�

N�1

2N

�

n

+ (�1)

n

�

N+1

2N

�

n

2

: (4.101)

Da i�o si riava he

D

Tr

R

f

�(C

�

)

E

= A

�

D

Tr

R

f

�(C

0

)

E

+B

�

D

Tr

R

f

�(C

�

)

E

; (4.102)

on

A

�

=

P

1

n=0

(�4�i�)

n

n!

A

n

=

exp(�2�i�(N�1)=N)�exp(�2�i�(N+1)=N)

2

;

B

�

=

P

1

n=0

(�4�i�)

n

n!

B

n

=

exp(�2�i�(N�1)=N)+exp(�2�i�(N+1)=N)

2

;

(4.103)
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ne segue la relazione di matassa (A.23)

�

D

Tr

R

f

�(C

+

)

E

� �

�1

D

Tr

R

f

�(C

�

)

E

= z

D

Tr

R

f

�(C

0

)

E

; (4.104)

on

�

2

=

B

�

B

+

= exp(�4�i�=N); (4.105)

e z = �A

+

��

�1

A

�

dato dalla (4.74).

�

E quindi possibile de�nire un polinomio

tipo Jones, usando la (4.71), on t = �� data dalla (4.73).

4.3.3 I gauge assiali

Voglio qui disutere lo sviluppo perturbativo della teoria BF on termine

osmologio nei gauge assiali [23℄. Come nel aso della teoria di Chern{

Simons, tale sviluppo risulta partiolarmente semplie dato he i termini di

vertie sompaiono. Nel aso della teoria BF �e inoltre molto semplie tener

onto del framing, v. Sez. preedente. Tuttavia, ome gi�a disusso pi�u volte,

i gauge assiali sono singolari e non garantisono l'invarianza per deformazioni

del nodo nel piano perpendiolare

10

alla direzione selta per �ssare il gauge.

Verr�a mostrato nel seguito espliitamente ome tener onto di tale problema.

Il gauge di ono di lue (forma omplessa)

Consideriamo la 3-variet�a M = � � R. Siano x

1

e x

2

le oordinate di � e

x

0

la direzione di trasferimento. Se si pensa onvenzionalmente a x

2

ome al

\tempo", allora �e possibile e�ettuare una rotazione di Wik x

2

! ix

2

. Ci�o

equivale a omplessi�are la super�ie � introduendo la oordinata

z = x

1

+ ix

2

e di onseguenza

� =

1

2

(�

1

� i�

2

);

�(t; z) = A

1

(x)� iA

2

(x);

�(t; z) = B

1

(x)� iB

2

(x);

10

Negli altri piani si ha F + �

2

B

2

= dA e d

A

B = dB, e quindi non �e neessario far uso

dei termini di vertii e della relazione (4.27) he, nei gauge assiali, non �e soddisfatta.
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dove, per omodit�a, si usa t = x

0

. Il gauge di ono di lue viene quindi �ssato

imponendo

��(t; z) =

�

�(t; z) = 0:

Se ora segliamo � = C, �e faile mostrare, fr. [37℄, he

l(t; z) =

1

2�i

1

z

Æ(t) dz ^ dt; (4.106)

v = 0; (4.107)

on l e v de�niti dalle (4.22), (4.23) e (4.24). La distribuzione Æ(t) nella

(4.106) implia he i sono interazioni solo tra un ampo A ed un ampo B

he vivono sulla stessa super�ie �. Si noti he, per evitare divergenze, �e

suÆiente rihiedere he C e C

f

non abbiano intersezioni. Se indihiamo on

P tutti i modi possibili di e�ettuare le ontrazioni, lo sviluppo perturbativo

onsister�a in una serie di diagrammi di Feynman D

P

. A iasuno di essi

orrisponder�a un fattore gruppale W

R

(D

P

), dove W

R

�e la mappa

11

assoiata

al gruppo G nella rappresentazione R, he ad ogni diagramma D

P

assegna

un numero nel ampo F su ui G �e de�nito. Possiamo quindi srivere

hTr

R

�(C;C

f

)i =W

R

(Z

�

(C)); (4.108)

dove � india la distanza massima tra due punti su C e C

f

allo stesso istante

t, e Z

�

�e a valori nello spazio dei diagrammi. Nella Ref. [2℄, si mostra he �e

possibile rimuovere il framing de�nendo

Z(C) = lim

�!0

+

e

�2�(n

+

�n

�

)�

Z

�

(C); (4.109)

dove n

�

sono il numero di punti ritii (massimi e minimi) della funzione di

Morse t sul nodo C, mentre � india l'inserzione di una orda isolata. La

\funzione di partizione" Z(C), he non ontiene pi�u diagrammi on orde

isolate, pu�o essere espansa in termini dei osiddetti integrali di Kontsevih

[50℄[11℄:

Z(C) =

1

X

m=0

(�2�)

m

Z

t

min

<t

1

<���<t

m

<t

max

X

P=f(z

i

;z

0

i

)g

(�1)

#P

#

D

P

m

^

i=1

dz

i

� dz

0

i

z

i

� z

0

i

;

(4.110)

dove

11

Nella Ref. [11℄, si mostra he una tale mappa ristretta allo spazio dei diagrammi senza

orde isolate �e quello he nella teoria degli invarianti di Vassiliev [71℄ �e hiamato un sistema

di pesi.
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1. t

min

e t

max

rappresentano il valore minimo e massimo di t su K

2. Le oppie (z

i

; t

i

) e (z

0

i

; t

i

) sono ostituite da punti distinti su K

3. #P

#

�e il numero di punti (z

i

; t

i

) o (z

0

i

; t

i

) in ui t �e una funzione

deresente di K.

Nella Ref. [11℄, si mostra he tali integrali sono �niti e invarianti sotto tutte

le deformazioni del nodo C tranne quella mostrata in �g. 7. Ci�o �e l'e�etto

della gi�a riordata non ompleta invarianza per di�eomor�smi nel aso di

gauge singolari e orrisponde ad un ambiamento singolare della funzione di

Morse. Tale non invarianza tuttavia �e rimossa failmente [11℄ segliendo la

seguente normalizzazione

^

Z(C) =

Z(C)

Z(1)



2

�1

; (4.111)

dove  �e il numero di punti ritii e1 india il nodo snodato presentato ome

in �g. 8.

Il gauge assiale (forma reale)

Consideriamo una variet�aM = ��R, ed indihiamo on x

1

e x

2

le oordinate

di � e on x

0

la oordinata su R. Se �ssiamo il gauge on le ondizioni

A

0

(x) = B

0

(x) = 0; (4.112)

allora, nel aso semplie in ui � = R

2

, si ha

l(x) =

1

2

sgn(x

0

)Æ(x

1

)Æ(x

2

) dx

1

^ dx

2

; (4.113)

v(x) = 0; (4.114)

on l e v de�niti nelle (4.22), (4.23) e (4.24). Le forma della (4.113) i die

he dobbiamo proiettare il nodo sulla super�ie � e onsiderare interazioni

loalizzate negli inroi. Inoltre �e faile vedere he la (4.113) �e invariante

per rotazioni in �. Ci�o signi�a he a iasuna ontrazione orrisponder�a un

termine he dipende eslusivamente dal tipo di inroio. Se indihihiamo

on C

�

gli inroi di �g. 4, e poniamo �(C

�

) = �1, allora ad ogni inroio tra

C e C

f

orrisponder�a un fattore �2�i�. Nel valore di aspettazione hTr

R

�i
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ogni vertie potr�a omparire un numero arbitrario di volte. A parte i fattori

gruppali, �e evidente he ad un vertie he ompare n volte sar�a assoiato un

fattore (�2�i��)

n

=n!. Consideriamo ora una situazione ome quella in �g. 9.

In questo aso �e faile tener onto dei fattori gruppali; infatti ogni ampo B si

aoppia ad un ampo A ontiguo (nel senso dell'ordinamento) dando quindi

un termine R

a

R

a

= 

2

(R)1 (risultato valido per qualsiasi rappresentazione).

Si noti he i due inroi sono dello stesso tipo; quindi li indiheremo entrambi

on �. Il ontributo omplessivo, all'ordine n, di tale on�gurazione �e dato

da

X

i+j=n

(�2�i��)

i

i!

(�2�i��)

j

j!



2

(R)

i



2

(R)

j

1 =

(�4�i��

2

(R))

n

n!

1;

se ora sommiamo su n troviamo he �e possibile e�ettuare un ambiamento

di framing moltipliando il valore di aspettazione hTr

R

�i per �

�

, on � dato

dalla (4.72) (i�o �e in aordo on la (2.54) nella teoria di Chern{Simons).

Nel aso della �g. 10, invee, i due inroi sono di tipo opposto e quindi

omplessivamente non danno alun ontributo.

Consideriamo ora il aso pi�u ompliato della �g. 6. Si noti he ambo

le bande sono orientate nello stesso modo: io�e ol framing a destra del

nodo (dato il verso del nodo e la nozione aggiuntiva di alto e basso, data

dalla oordinata x

0

, �e possibile de�nire la destra e la sinistra). In tal aso,

denotando on � il tipo di inroio, �e faile veri�are he si ha

X

i+j=n

(�2�i��)

i

i!

(�2�i��)

j

j!

S

(i)

� S

(j)

=

(�4�i��)

n

n!

S

(n)

;

dove la matrie S �e de�nita in (4.98) e si �e fatto uso della propriet�a

X

kl

S

(i)

ak;l

S

(j)

kb;ld

= S

(i+j)

ab;d

:

Se onsiderassimo il aso di bande orientate in modo opposto non otterremo

un risultato os�� semplie. Per le onsiderazioni generali gi�a esposte, non

i si deve stupire della non invarianza della teoria perturbativa in un gauge

singolare sotto alune mosse.

Nel seguito supporremo sempre di aver selto un framing tale he le bande

siano sempre orientate ol nodo a sinistra ed il framing a destra (\onvenzione

della lavagna"), v. �g. 6. A questo punto possiamo disegnare il nodo senza
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pi�u preoupari del framing. Il risultato preedente i die he ad ogni

inroio, ontato n volte, dovremo assegnare un termine

(�4�i��)

n

n!

S

(n)

(4.115)

dove �(C

�

) = �1. Si noti he ora possiamo anhe onsiderare l'inroio

singolare �, v. �g. 4, ed assegnargli �(C

�

) = 0. Se il nodo, nella proiezione

selta, ha V vertii, lo sviluppo perturbativo onsister�a in una somma pesata

di diagrammi di Feynman he indiheremo on D

i

1

;:::;i

V

, in ui il primo vertie

ompare i

1

volte, il seondo i

2

volte, e os�� via �no all'ultimo he verr�a preso

i

V

volte. La traia del prodotto delle matrii S assoer�a quindi ad ogni

diagramma di Feynman un numero W

R

(D

i

1

;:::;i

V

). Anhe in questo aso W �e

un sistema di pesi, nel senso datogli nella teoria degli invarianti di Vassiliev.

Potremo quindi srivere

hTr

R

�(C)i =W

R

(Z(C)); (4.116)

dove

Z(C) =

1

X

n=0

(�4�i�)

n

X

i

1

+���+i

V

=n

1

i

1

! � � � i

V

!

D

i

1

;:::;i

V

�

i

1

� � � �

i

V

: (4.117)

Si noti he in questo formalismo, he sar�a disusso pi�u approfonditamente

nella Ref. [23℄, gli invarianti di Vassiliev, io�e i oeÆienti di �

n

nello sviluppo

di Z, sono dati da somme �nite di forme omogenee di grado n nelle variabili

d'inroio �. Questa formulazione hiaramente �e molto pi�u semplie di quella

he usa gli integrali di Kontsevih. Tuttavia, per le onsiderazioni generali,

non possiamo aspettari he Z(C) os�� de�nita dia un vero invariante. Vi

saranno infatti alune mosse proibite e sar�a quindi neessario trovare una

normalizzazione opportuna per avere un vero invariante.

A mo' d'esempio voglio onsiderare il aso in ui si selga la rappresenta-

zione fondamentale di SU(N). Usando la (4.99), �e faile mostrare he anhe

in questo gauge vale la formula generale (4.102). Tuttavia i si rende subito

onto he le ose non possono funzionare bene, poih�e

hTr

R

�()i = N; (4.118)

anzih�e essere uguale a (t� t

�1

)=z (on t e z dati dalle (4.73) e (4.74)) ome

i si dovrebbe aspettare se, oltre alla relazione di matassa, valesse anhe



CAPITOLO 4. LA TEORIA BF CON OSSERVABILI 81

la (4.96,4.97). Inoltre bisogna notare he, in questo gauge, onsiderare un

inroio singolare � equivale a rimuovere quell'inroio, osih�e si ha

D

Tr

R

�(

^

C

�

)

E

=

D

Tr

R

�(

^

C

0

)

E

; (4.119)

D

Tr

R

�(C

)(

)

E

=

D

Tr

R

�(C

) (

)

E

; (4.120)

dove

^

C

�

, C

)(

e C

) (

sono mostrati in �g. 11. Se si fa uso delle (4.102), (4.118)

e (4.119), si pu�o mostrare he le (4.96) e (4.97) diventano in questo gauge

D

Tr

R

�(

^

C

+

)

E

= �

+

D

Tr

R

�(

^

C

0

)

E

; (4.121)

D

Tr

R

�(

^

C

�

)

E

= �

�

D

Tr

R

�(

^

C

0

)

E

; (4.122)

on

�

�

= (A

�

N +B

�

); (4.123)

si noti he �

+

�

�

6= 1. Inoltre, usando le (4.102), (4.118), (4.119) e (4.120),

si pu�o veri�are he la teoria non �e invariante

12

sotto le mosse mostrate in

�g. 12.

Per ottenere un vero invariante da Z(C) bisogna quindi trovare una nor-

malizzazione tale he il nuovo oggetto sia invariante anhe sotto le mosse

della �g. 12. Si noti tuttavia he le mosse proibite non si presentano se

usiamo la rappresentazione di treia nella quale tutte le free sono orien-

tate nello stesso senso (per esempio verso l'alto). In tale rappresentazione

�e dunque neessario tener onto solo delle (4.121) e (4.122). Una normal-

izzazione moltipliativa, ome nel aso degli integrali di Kontsevih, rende

quindi la (4.117) un vero invariante.

4.3.4 Il gauge ovariante

Considerer�o in questa sezione il alolo perturbativo della teoria BF nel

gauge ovariante. Se segliamo M = R

3

, esso si srive

�

�

A

�

= �

�

B

�

= 0; (4.124)

12

Se si lavora nella rappresentazione fondamentale, valgono le relazioni della �g. 13, he

sono invarianti per �! �+ 1. Se si tiene onto della (4.123) on 

2

(R

f

) = (N

2

� 1)=2N ,

l'invarianza �e ridotta nuovamente a �! �+N . Quindi la rottura della supersimmetria, re-

sponsabile della non ompleta invarianza per di�eomor�smi, non �e suÆiente a distruggere

quest'ultima simmetria quantistia.
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ed implia he le ontrazioni l e v de�nite nelle (4.22), (4.23) e (4.24) sono

date dalle (2.98) e (2.99). Si noti he in questo gauge l'invarianza per dif-

feomor�smi non �e rotta ed �e possibile veri�are he vale la (4.27). Il alolo

perturbativo onsiste nell'espandere

hTr

R

�(C)i = dimR

1

X

n=0

�

n

e

V

n

(C;R); (4.125)

dove (si noti he

e

V

n

= 2

n

V

n

, se V

n

�e il oeÆiente dell'espansione (2.86) della

teoria di Chern{Simons)

e

V

2n

=

1

dimR

n

X

i=0

hTr

R



2i

(C)i

n�i

; (4.126)

e

V

2n+1

=

1

dimR

n

X

i=0

hTr

R



2i+1

(C)i

n�i

: (4.127)

Con la notazione h�i

i

si intende il alolo del valore di aspettazione on esat-

tamente i inserzioni BBB. Si noti he queste somme parziali sono suÆienti

a garantire l'invarianza per di�eomor�smi. Infatti per le (4.87) e (4.88) una

variazione Æ = Æ

C

+ Æ

C

f

produe

Æ

e

V

2n

=

1

dimR

P

n

i=0

hTr

R

(

2i�1

F + 

2i�1

d

A

B + 

2i�2

BB)i

n�i

=

=

1

dimR

[

P

n�1

i=0

(hTr

R



2i

F i

n�i

+ hTr

R



2i

BBi

n�i�1

+

+

P

n

i=0

hTr

R



2i�2

d

A

Bi

n�i

+

+ hTr

R



2n

F i

0

℄ = 0;

poih�e, per la (4.27), hA

2

(F + �

2

B

2

)i = hABd

A

Bi = hB

2

F i = 0. Un ar-

gomento analogo dimostra he Æ

e

V

2n+1

= 0. Si noti tuttavia he non si ha

invarianza per deformazioni del solo nodo o del solo framing.

Il alolo espliito di

e

V

n

porta agli stessi risultati della teoria perturbativa

di Chern{Simons. Vediamo tuttavia ome sono ordinati i ontributi nella

teoria BF . Prendiamo in onsiderazione l'invariante

e

V

2n

(l'invariante

e

V

2n+1

si tratta in maniera analoga). Il termine hTr

R



0

i

n

della somma in (4.126)

ontiene solo ampi A e quindi produe n ontrazioni di vertie; nel termine

suessivo sono presenti anhe due ampi B e quindi potremo avere o n

ontrazioni di vertie o n � 1 ontrazioni di vertie e due ontrazioni di

oppia. In ogni nuovo termine potranno omparire due nuove ontrazioni di

oppia a disapito di una ontrazione di vertie. Solo nel termine di grado
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pi�u alto si potr�a �nalmente avere anhe la on�gurazione on n ontrazioni

di oppia e nessuna di vertie. Riapitolando

in hTr

R



2n

i

0

ho i termini: l

n

; l

n�2

v; : : : ; l

2

v

n�1

; v

n

in hTr

R



2n�2

i

1

ho i termini: l

n�2

v; : : : ; l

2

v

n�1

; v

n

.

.

.

in hTr

R



0

i

n

ho i termini: v

n

Se partiamo dal termine l

n

, l'unio he ompare nei gauge assiali, possiamo

apire la genesi degli altri. Quando due ampi vanno a oinidere si rea una

singolarit�a (si noti he a ausa dell'ordinamento lungo il nodo non si possono

sambiare due ampi), he viene ompensata da una ontrazione di vertie.

Le \interazioni" si leggono nel seguente shema:

AA ! A;

AB ! B;

BB ! A;

l'ultimo termine (he sar�a assente nella teoria BF pura dove i ampi B

\ommutano") fa sendere di un ordine nella somma (4.126).

4.4 La teoria BF pura ed i polinomi di Alexander{

Conway

La teoria BF pura on osservabili �e stata studiata per la prima volta nella

Ref. [25℄. La novit�a di questa teoria, rispetto a quella on termine osmo-

logio, sta nel fatto he qui �e possibile onsiderare valori di aspettazione di

generihe osservabili omposte ostruite a partire dalle osservabili semplii

de�nite nelle (4.39) e (4.40). Tali valori di aspettazione produrranno diret-

tamente degli invarianti di tipo �nito, anzih�e delle funzioni della ostante

di aoppiamento �. Non i si aspettano inoltre problemi quando si lavori

on gauge di tipo assiale: infatti il passaggio a questi gauge non rompe l'in-

varianza delle osservabili ome avveniva nel aso on termine osmologio.

Queste aratteristihe fanno della teoria BF pura il andidato prinipale per

le generalizzazioni in dimensione pi�u alta.
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4.4.1 Le osservabili per un nodo

Consideriamo il aso di un singolo nodo C. Le osservabili omposte dipende-

ranno quindi da 

0

(C) e 

1

(C). Tuttavia �e opportuno introdurre un framing

C

f

e onsiderare quindi 

0

(C

f

) e 

1

(C;C

f

) (dove s'intende he il ampo B

dev'essere integrato su C ed il ampo A su C

f

). A questo punto si pu�o

notare he l'inserzione di un termine 

0

(C

f

) �e irrilevante a meno di termini

he danno il numero di onatenazioni. Si noti infatti he i ampi B sono

integrati su C senza ordinamento; quindi, se i limitiamo a onsiderare solo

ontrazioni AB senza termini di vertie, allora un generio termine del tipo

I

y

1

;:::;y

n

2C

I

x

1

<���<x

n

2C

f

f(y

1

; : : : ; y

n

)l(x

1

; y

1

) � � � l(x

n

; y

n

);

(dove f �e una funzione simmetria nelle variabili y

i

ottenuta sommando su

tutti i gra�i he hanno in omune le ontrazioni B

1

A

1

; : : : ; B

n

A

n

) potr�a

essere risritto, usando la simmetria sulle y

i

, ome

1

n!

H

y

1

;:::;dy

n

2C

H

x

1

<���<x

n

2C

f

P

P (i

1

;:::;i

n

)

l(x

i

1

; y

1

) � � � l(x

i

n

; y

n

) =

=

1

n!

H

y

1

;:::;dy

n

2C

H

x

1

;:::;x

n

2C

f

l(x

1

; y

1

) � � � l(x

n

; y

n

) =

1

n!

�(C;C

f

)

n

;

dove P (i

1

; : : : ; i

n

) india le permutazioni di i

1

; : : : ; i

n

. Se abbiamo una on-

trazione di vertie, del tipo v(y

1

; y

2

; x

1

), essa si annuller�a in virt�u della sim-

metria sulle y e dell'antisimmetria (2.102) di v. Se i mettiamo quindi nella

situazione in ui �(C;C

f

) = 0, allora sar�a del tutto equivalente onsiderare

le osservabili



n

(C;C

f

) := 

1

(C;C

f

)

n

; (4.128)

ome nella Ref. [25℄ (dove si lavorava sempre nell'ipotesi di framing anonio),

ovvero le osservabili



n

(C;C

f

) = 

0

(C

f

)G(C;C

f

)

n

=

e

G(C;C

f

)

n



0

(C

f

) (4.129)

on

G(C;C

f

) = 

0

(C

f

)

�1



1

(C;C

f

); (4.130)

e

G(C;C

f

) = 

1

(C;C

f

)

0

(C

f

)

�1

: (4.131)

Le osservabili 

n

nella forma data dalla (4.129) sono molto simili, a meno

dell'ordinamento lungo il ammino, a quelle usate nella teoria on termine
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osmologio, v. (4.45). Riteniamo quindi he sia pi�u orretto usare ques-

ta de�nizione delle osservabili se vogliamo lavorare in una situazione pi�u

generale dove non s'impone �(C;C

f

) = 0. Si noti he �e possibile srivere



n

(C;C

f

) =

Z

x

1

;:::;x

n

2C

H

x

1

B(x

1

)H

x

2

x

1

� � �H

x

n

x

n�1

B(x

n

)H

x

n

; (4.132)

dove H

y

x

:= H(T

y

x

C

f

) se x preede y, e H

y

x

:= H(T

x

y

C

f

)

�1

altrimenti. La

forte somiglianza formale della (4.132) on la (4.44) non deve far dimentiare

he le osservabili 

n

nella teoria on termine osmologio non sono invarianti

e devono quindi essere sommate a fornire la vera osservabile � della (4.47),

mentre le osservabili 

n

della teoria pura sono gi�a di per s�e invarianti e quindi

ha senso onsiderare, per ogni selta di gauge, i valori di aspettazione

V

n

(C;R) =

1

dimR

hTr

R



n

(C;C

f

)i : (4.133)

he danno invarianti di tipo �nito.

�

E tuttavia utile onsiderare una funzione

generatrie di questi invarianti sul modello della (4.47), e de�nire quindi

�(C;C

f

; �) :=

1

X

n=0

�

n

n!



n

(C;C

f

); (4.134)

dove � �e un parametro arbitrario. Si noti he la �nitezza della teoria BF

implia he i valori di aspettazione (4.133) sono �niti e he quindi non �e ne-

essario rinormalizzare il parametro

13

�. Possiamo quindi onsiderare, ome

nella Ref. [25℄, l'invariante

hCi

R

(�) :=

hTr

R

�(C; �)i

hTr

R

�(; �)i

=

P

1

n=0

�

n

w

n

(C;R)

P

1

n=0

�

n

w

n

(; R)

; (4.135)

dove per sempliit�a ho omesso di indiare C

f

e

w

n

(C;R) :=

1

n!

hTr

R



n

(C)i : (4.136)

La normalizzazione nella (4.135) �e selta in modo tale he hi = 1. Tale

invariante �e la versione tridimensionale di quello proposto nella Ref. [31℄ per

studiare i 2-nodi in una variet�a quadridimensionale. Si noti he l'invariante

hCi ondivide le seguenti propriet�a on la funzione di partizione Z

BF

(C;R; �)

della teoria on termine osmologio:

13

Sottolineo he qui � �e un parametro usato per de�nire la funzione generatrie � e non

una ostante di aoppiamento ome nel aso della teoria on termine osmologio.
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1. Immagine speulare [CT-invarianza℄ Se M = S

3

allora

D

C

!

E

R

(�) = hCi

R

(��); (4.137)

he orrisponde alla (4.76) ed alla (A.16).

2. Inversione [P-invarianza℄ Se M = S

3

allora

hC

�

i

R

(�) = hCi

R

(�); (4.138)

he orrisponde alla (4.78) ed alla (A.17).

3. Analitiit�a Considerando una generia variet�a M , si ha

hCi

R

(�) = hCi

R

(���); (4.139)

he orrisponde alla (4.79) ed alla (A.15).

4. Somma onnessa Se M = S

3

allora

hC

1

#C

2

i

R

(�) = hC

1

i

R

(�) hC

2

i

R

(�) (4.140)

he orrisponde alla (4.86) ed alla (A.18).

La dimostrazione delle (4.137), (4.138) e (4.139) �e identia a quella usata

per le (4.76), (4.78) e (4.79) e non verr�a ripetuta. Per quanto riguarda la

(4.140), si noti he, usando la (4.84) per n = 0 e n = 1 e le de�nizioni (4.130)

e (4.131), si mostra failmente he



n

(C

1

#C

2

) = 

0

(C

1

)[G(C

1

) +

e

G(C

2

)℄

n



0

(C

2

):

Se il primo membro ompare all'interno di un valore di aspettazione, possi-

amo usare l'invarianza per di�eomor�smi e portare C

1

in�nitamente distante

da C

2

. A questo punto non i saranno pi�u interazioni tra i ampi in C

1

e quelli

in C

2

(salvo he nel gauge assiale, dove bisogna prima distriare C

1

da C

2

us-

ando quelle mosse he in presenza di termine osmologio potevano risultare

proibite, ma he qui non dovrebbero ausare problemi, e quindi notare he

in questa situazione non i sono pi�u interazioni). Se ora e�ettuiamo tutte le

ontrazioni tra i ampi he vivono in C

1

avremo ome risultato una serie di

termini he oinvolgono permutazioni dei termini

e

G(C

2

); ma poih�e questi
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termini ommutano potremo risommarli. Il risultato �nale �e he, all'interno

di un valore di aspettazione,



n

(C

1

#C

2

) �

X

p+q=n

n!

p!q!



p

(C

1

)

q

(C

2

);

he di�erise dalla (4.84) solo a ausa dei fattoriali dovuti alla di�erente nor-

malizzazione delle 

n

. Gli stessi argomenti he portavano alla (4.86) portano

ora alla (4.140).

4.4.2 Il alolo degli invarianti di tipo �nito

Considerer�o in questa sezione il alolo espliito degli invarianti (4.133).

Come nel aso della teoria BF on termine osmologio, la �nitezza della

teoria implia implia he �e possibile usare un teorema di Wik generalizzato

on ontrazioni di oppie AB, a ui sar�a assoiata la (1,1)-forma l de�nita

nella (4.22), e di terne ABB, a ui sar�a assoiata la (1,1,1)-forma v, de�nita

nella (4.23); si noti he, data la mananza del termine osmologioBBB, non

�e invee ammessa la terna AAA. L'osservabile 

n

ontiene n ampi B, la ui

integrazione lungo il ammino C non �e ordinata. Se sviluppiamo le olonomie,

otteniamo invee un numero arbitrario di ampi A le ui integrazioni lungo

i ammini he onnettono due ampi B sono ordinate (e i�o rende la teoria

non banale). Le regole di Wik di ui sopra, tuttavia, i diono he soprav-

viveranno solo i diagrammi in ui il numero di ampi A �e ompreso tra m e

2m se n = 2m e tra m + 1 e 2m+ 1 se n = 2m+ 1. Nel primo aso avremo

una sequenza di diagrammi del tipo

v

m

; v

m�1

l

2

; : : : ; vl

2m�2

; l

2m

;

nel seondo aso avremo invee la sequenza

v

m

l; v

m�1

l

3

; : : : ; vl

2m�1

; l

2m+1

:

Poih�e nella teoria BF pura �e possibile deformare C e C

f

separatamente,

ha senso �ssare lo standard framing �(C;C

f

) = 0 direttamente nell'osserv-

abile. In tal modo i liberiamo dei termini he produono il numero di au-

toonatenazioni. Nelle sequenze mostrate sopra i termini l

n

saranno quindi

degli invarianti, a meno delle orrezioni neessarie a ompensare le singo-

larit�a prodotte quando due punti vengono a oinidere. Queste singolarit�a
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orrispondono all'inontro di due ampi A o di un ampo A on un ampo

B (poih�e i ampi B non sono ordinati essi si possono \inontrare e sam-

biare" liberamente). Queste \interazioni" riduono di un'unit�a il numero

di ampi A trasformando un termine l

2

in v. Le sequenze sopra mostrate

ostituisono quindi l'invariante ompleto (nel gauge ovariante, dove vale la

(4.27)). Vi sono tuttavia due di�erenze importanti tra questa situazione e

quella inontrata nel aso della teoria on termine osmologio:

1. Qui �e possibile onsiderare anhe la proedura inversa e partire dal

termine v

m

produendo via via i termini l (v ! l

2

). Si noti he i \dia-

grammi di vertie W

V

", ossia quelli he ontengono il numero massimo

di termini v, ontengono un numero omplessivo di ampi inferiore a

quello degli altri diagrammi e quindi lo studio della ombinatoria �e pi�u

semplie. Questa �e la strategia seguita nella Ref. [25℄ nel aso del gauge

ovariante, dove i termini v non si annullano.

2. Nel aso di gauge assiali avremo solo il termine l

n

(on la stessa strut-

tura ombinatoria he ha nel gauge ovariante). Poih�e non i sono

singolarit�a he omportano la riduzione del numero di ampi B, he

legherebbero 

n

a 

n�i

, i aspettiamo he da hTr

R



n

i sia possibile ot-

tenere una quantit�a invariante sotto tutte le mosse di Reidemeister,

eettuata al pi�u la prima, �g. 1.

I gauge assiali

Nel aso dei gauge assiali �e presente solo la ontrazione AB, ui orrisponde

l dato dalla (4.106), nel aso del gauge di ono di lue omplesso, e dalla

(4.113), nel aso del gauge assiale nella forma reale.

�

E possibile ripetere

passo passo l'analisi e�ettuata nel aso della teoria on termine osmologio

ed ottenere le stesse formule (4.110) e (4.117). Saranno diversi tuttavia i

diagrammi di Feynman D

P

o D

i

1

;:::;i

V

ed i sistemi di pesi W

R

, poih�e diversa

�e la ombinatoria delle due teorie (si riordi he nel aso della teoria on

termine osmologio tutti i ampi sono ordinati, mentre nel aso della teoria

pura solo i ampi A lo sono). Da questa teoria, he sar�a studiata nella

Ref. [23℄, i aspettiamo

14

degli invarianti anhe sotto le mosse proibite di

�g. 12.

14

�

E interessante notare he i diagrammi di Feynman assoiati ai oeÆienti del polinomio

di Alexander{Conway, o al suo inverso, studiati nella Ref. [12℄, sono invarianti sotto tali



CAPITOLO 4. LA TEORIA BF CON OSSERVABILI 89

Il gauge ovariante

Lo studio della teoriaBF pura nel gauge ovariante �e a�rontato nella Ref. [25℄.

Mi limiter�o a itare i prinipali risultati. Come riordato in preedenza �e pos-

sibile riavare tutti i diagrammi di Feynman di w

n

nella (4.136) a partire dal

diagramma di vertie:

w

n

= e

D

w

V

n

; (4.141)

dove w

V

n

�e un integrale di linea su opie del nodo ontenente m termini v e

nessun termine l se n = 2m ed un solo termine l se n = 2m+1. L'operatore

D (de�nito in [25℄) agise sui termini v trasformandoli in termini l

2

e l'espo-

nenziale expD �e in realt�a la somma �nita

P

m

k=0

D

k

=k!. Il termine di vertie

w

V

n

pu�o essere sritto ome una ombinazione

w

V

2n

=

X

P

i

k

=n



i

1

;i

2

;i

3

;:::

(R)w

V;onn

2i

1

w

V;onn

2i

2

w

V;onn

2i

3

� � � ; (4.142)

w

V

2n+1

=

X

P

i

k

=n

d

i

1

;i

2

;i

3

;:::

(R)w

V;onn

2i

1

+1

w

V;onn

2i

2

w

V;onn

2i

3

� � � ; (4.143)

dove le ostanti 

i

1

;i

2

;i

3

;:::

(R) e d

i

1

;i

2

;i

3

;:::

(R), dipendenti dalla rappresentazio-

ne R, possono essere determinate da uno studio espliito dei diagrammi di

Feynman. Gli integrali w

V;onn

2i

e w

V;onn

2i+1

non possono essere ulteriormente

ridotti e si riferisono a diagrammi onnessi. Espliitamente essi si possono

srivere

w

V;onn

2n

(C) =

Z

n

Y

i=1

�s

i

n

Y

i=1

v

C

(s

i

1

; s

i�1

2

; s

i

3

); (4.144)

w

V;onn

2n+1

(C) =

Z

1

0

ds

0

1

Z

1

0

ds

0

2

Z

n

Y

i=1

�s

i

l

C

(s

0

1

; s

n

2

)

n

Y

i=1

v

C

(s

i

1

; s

i�1

2

; s

i

3

); (4.145)

dove la misura �s �e de�nita da

Z

�s :=

Z

1

0

ds

1

Z

s

1

0

ds

2

Z

s

2

0

ds

3

; (4.146)

mosse. Questa �e un'ulteriore onferma he gli invarianti prodotti dalla teoria BF pura

sono legati a tale polinomio.
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e per onvenzione si intende he s

0

2

� s

n

2

. Le funzioni integrande v

C

e l

C

sono

de�nite da

l

C

(s

1

; s

2

) :=

_

C

�

(s

1

)

_

C

�

f

(s

2

)l

��

(C(s

1

); C

f

(s

2

)); (4.147)

v

C

(s

1

; s

2

; s

3

) :=

_

C

�

(s

1

)

_

C

�

f

(s

2

)

_

C

�

(s

3

)

v

���

(C(s

1

); C

f

(s

2

)C(s

3

)); (4.148)

dove C;C

f

: [0; 1℄! R

3

sono parametrizzazioni del nodo e del suo framing. Il

framing pu�o essere rimosso senza problemi. Nel aso della (4.145) per ragioni

di simmetria, v. la (2.101), l'integrale si annulla. Abbiamo quindi la seguente

Proposizione 2 Gli invarianti dispari di un nodo generati dalla teoria BF

pura su M = R

3

(o M = S

3

), a meno di termini ontenenti il numero di

autoonatenazioni, si annullano:

hTr

2n+1

(C)i = 0: (4.149)

L'invariante hCi

R

(�), de�nito dalla (4.135), �e quindi una funzione pari di

�.

I termini pari sono stati studiati �no al quart'ordine [25℄. Al seond'ordine

si ha:

w

2

(C;R) = (4�)

2



2

(R)

v

dimR�(C); (4.150)

on �(C) dato dalla (2.106). L'integrale he de�nise l'invariante di ordine

4 �e sritto espliitamente nella Ref. [25℄. Mi limiter�o qui a notare he, on

un onto diretto, si veri�a espliitamente he he w

V

4

�e dato dal solo di-

agramma onnesso e he ome fattore gruppale ompare solo (

2

(R)

v

)

2

.

Questo risultato �e il frutto di alune anellazioni apparentemente \mira-

olose". Probabilmente per�o non si tratta di un \aso fortunato" ma di un

risultato generale; avanziamo quindi le seguenti ongetture:

Congettura 1 Gli invarianti di un nodo di ordine 2n generati dalla teoria

BF pura hanno ome unio fattore gruppale (

2

(R)

v

)

n

.

Congettura 2 Tali invarianti

15

sono dati dai soli diagrammi onnessi.

15

Si noti he e

D

w

V;onn

2n

fornise in ogni aso un invariante, ome pu�o essere veri�ato

per induzione usando la (4.142).
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La prima ongettura stabilise he la teoria �e sostanzialmente indipendente

dal gruppo G ed �e in linea on l'interpretazione di hCi in termini dell'invari-

ante polinomiale di Alexander{Conway. La seonda, se veri�ata, potrebbe

essere un ulteriore e�etto della supersimmetria sottostante.

4.4.3 La relazione di matassa (enni)

Come si �e visto nelle Sezz. 2.7 e 4.1.2, il alolo variazionale fornise un valido

ausilio per l'interpretazione degli invarianti. Con esso �e possibile provare re-

lazioni di matassa ed identi�are le variabili he in essa ompaiono in termini

di funzioni della ostante di aoppiamento. Nel aso della teoria BF pura

tutto �e reso pi�u ompliato da due irostanze:

1. Nelle osservabili i ampi B non sono ordinati. Ci�o rende pi�u diÆile

la riostruzione delle osservabili stesse una volta he siano state spez-

zate (per questo problema v. anhe lo studio della somma onnessa a

pag. 86).

2. Se al primo membro della relazione di matassa ompaiono i nodi C

+

e

C

�

, allora al seondo membro omparir�a il link a due omponenti C

0

.

La de�nizione dell'osservabile per i link non �e tuttavia naturale.

Presenter�o qui aluni risultati parziali he potrebbero essere utili nello studio

di questo problema (e he generalizzano lo studio e�ettuato nella Ref. [25℄).

Si onsideri la di�erenza tra il nodo C

+

ed il nodo singolare C

�

. Una de-

formazione ompleta onsta della somma di una variazione Æ

C

e e di una

variazione Æ

C

f

. Esse danno lo stesso ontributo e quindi, per omodit�a di es-

posizione, onsiderer�o qui solo la variazione Æ

C

su di un'osservabile 

n

. Essa

elimina uno degli n ampi B e lo sostituise on un termine d

A

B, il quale a

sua volta, grazie alla (4.30), pu�o essere riespresso in termini di una derivata

funzionale rispetto ad A; tenendo onto anhe della (2.116), si pu�o quindi

srivere:

Æ

C

hTr

R



n

i = �2�in

*

Æ

ÆA

a

Tr

R



n�1

R

a

+

;

l'azione della derivata funzionale sulle osservabili fondamentali �e la seguente:

Æ

ÆA

a



1

(C

�

) = 

0

(C

1

)R

a



1

(C

2

) + 

1

(C

1

)R

a



0

(C

2

);

Æ

ÆA

a



0

(C

�

)

�1

= �

0

(C

2

)

�1



0

(C

1

)

�1

;
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dove C

1

e C

2

sono i due nodi in ui viene spezzato il nodo singolare C

�

(C

1

e C

2

sono anhe le due omponenti del link C

0

). Se ora i mettiamo nella

rappresentazione fondamentale di SU(N) �e possibile usare la (2.121) e, dopo

un po' di aloli, ottenere

(Æ

C

+ Æ

C

f

)

D

Tr

R

f



n

E

= �2�inh

P

p+q=n�2

[Tr

R

f



p



0

(C

2

)

�1

Tr

R

f



1

(C

2

)

�1

0



q

+

+Tr

R

f



p



�1

0



1

(C

1

)Tr

R

f



0

(C

1

)

�1



q

℄+

�

P

p+q=n�1;p>1;q>1

Tr

R

f



o



0

(C

2

)

�1

Tr

R

f



0

(C

1

)

�1



q

+

�

1

N

Tr

R

f



n�1

i;

(4.151)

dove nei termini 

i

l'argomento sottinteso �e C

�

. Un alolo espliito, ome

si �e visto, mostra he w

n

(C;R) = 0 se n �e dispari. Se i mettiamo nella

situazione in ui n �e pari, la (4.151) i d�a la di�erenza di due termini non

nulli alolati sul nodo C

+

e sul nodo singolare C

�

; in questo aso tuttavia �e

dispari n�1 e quindi l'ultimo termine nella (4.151) sparise. Nel aso n = 2,

si ha

Æw

2

(C

�

; R

f

) = �2�i

D

Tr

R

f



0

(C

1

)Tr

R

f



1

(C

2

) + Tr

R

f



1

(C

1

)Tr

R

f



0

(C

2

)

E

:

(4.152)

Si noti he il seondo membro della (4.152) d�a, a meno di un fattore o-

stante, �(C

1

; C

1

) + �(C

2

; C

2

). Poih�e al primo membro �e sottinteso he

0 = �(C;C) = �(C

1

; C

1

) + 2�(C

1

; C

2

) + �(C

2

; C

2

) (a ausa della bilinearit�a

di �), allora il seondo membro d�a il numero di autoonatenazioni di C

1

on C

2

. Il alolo per n = 4 �e molto pi�u ompliato; riporto il risultato per

ompletezza:

Æw

4

(C

�

; R

f

) =

�2�i

3!

[Tr

R

f



2



0

(C

2

)

�1

Tr

R

f



1

(C

2

)+

+Tr

R

f



1



0

(C

2

)

�1

Tr

R

f



1

(C

2

)

�1

0



1

+

+Tr

R

f



0

(C

1

)Tr

R

f



1

(C

2

)

�1

0



2

+

+Tr

R

f



2



�1

0



1

(C

1

)Tr

R

f



0

(C

2

)+

+Tr

R

f



1



�1

0



1

(C

1

)Tr

R

f



0

(C

1

)

�1



1

+

+Tr

R

f



1

(C

1

)Tr

R

f



0

(C

1

)

�1



2

+

�Tr

R

f



2



0

(C

2

)

�1

Tr

R

f



0

(C

1

)

�1



1

+

�Tr

R

f



1



0

(C

2

)

�1

Tr

R

f



0

(C

1

)

�1



2

℄;

(4.153)

dove l'argomento sottointeso �e C

�

.
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4.4.4 Disussione

Che osa rappresenta l'invariante hCi

R

(�) de�nito nella (4.135)? La di-

sussione preedente mostra he esso deve in qualhe modo essere legato al

polinomio di Alexander{Conway �(C; z). Ci�o �e suggerito in primo luogo

dalla struttura geometria he sottost�a alla teoria BF pura. L'invarianza

per deformazioni separate del nodo e del framing mostra he, a di�erenza

he nella teoria on termine osmologio, la (4.135) �e assoiata veramente al

nodo C anzih�e alla banda C;C

f

. Inoltre il fatto he i ampi B \ommuti-

no" e l'assenza dell'ordinamento lungo il ammino nella de�nizione (4.134)

(he render�a possibile una de�nizione dell'osservabile anhe in dimensione

pi�u alta) fanno pensare he questo invariante non sia legato ai gruppi quan-

tii ome aade per il Jones. Inoltre lo sviluppo perturbativo ontiene solo

termini pari, v. la (4.149), ome il polinomio di Alexander{Conway, v. la

(A.9), e sembra dipendere solo dal fattore gruppale 

2

(R)

v

. Questo fattore

gruppale �e l'unio he sopravvive nella teoria BF on termine osmologio

(e in quella di Chern{Simons, v. Ref. [42℄), quando si e�ettui il limite for-

male N ! 0; dalla (4.73) �e hiaro he questo limite �e legato al polinomio di

Alexander{Conway. In�ne '�e il fatto he le mosse proibite, he ompaiono

quando si seglie il gauge assiale reale, e he presumibilmente sono assenti

nel aso della teoria BF pura, sono eliminate se si seglie il sistema di pesi

assoiato al polinomio di Alexander{Conway.

Se la (4.135) �e legata al polinomio di Alexander{Conway, la relazione

(4.140) omparata on la relazione �(C

1

#C

2

; z) = �(C

1

; z)�(C

2

; z) i die
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he restano solo due selte possibili:

16

hCi

R

(�) = 1=�(C; z) (4.154)

e

hCi

R

(�) = �(z): (4.155)

Il onfronto on il seond'ordine dello sviluppo perturbativo (4.150) rihiede

quindi nel primo aso

z = �4�i�

q



2

(R)

v

+O(�

3

); (4.156)

e nel seondo, proposto nella Ref. [25℄,

z = �4��

q



2

(R)

v

+O(�

3

): (4.157)

Si noti he la (4.137) omparata on la propriet�a �(C

!

; z) = �(C;�z)

rihiede he rihiede he z sia una funzione dispari di �. Per quanto riguar-

da l'analitiit�a (A.15) del polinomio di Alexander{Conway, essa �e omunque

soddisfatta poih�e dalla (4.139) segue nel primo aso he �(C; z) = �(C; �z),

mentre nel seondo si ha he �(C; z) = �(C;��z) = �(C; �z), grazie alla par-

it�a imposta dalla (4.149). Per risolvere questa ambiguit�a le strade possibili

sono le seguenti:

1. Studiare il sistema di pesi orrispondente agli invarianti di tipo �nito

(4.133).

16

�

E interessante notare he un onto semilassio, sul modello di quello onsiderato nella

Ref. [31℄, porta a questo stesso risultato. In un erto limite �e possibile risrivere la (4.134)

ome

�(C; �) � exp[�Tr

1

(C)℄:

L'integrazione su B d�a a questo punto una Æ funzionale Æ[F (x)�2�i�H(C

x

)J

C

(x)H(C

x

)℄,

dove J

C

�e una sorgente loalizzata sul nodo C. Riesprimendo la Æ ome una Æ[A � A

(�)

℄

(dove A

(�)

�e una onnessione piatta fuori dal nodo on olonomia attorno al nodo uguale

a exp 2�i�), divisa per il determinante det[d

A

(�)

℄, e tenendo onto dei ontributi dovuti ai

ghost, si ottiene in�ne

hCi (�) �

1

T (M=C; exp 2�i�)

dove T �e la torsione di Ray{Singer assoiata a tale onnessione. In [27℄[56℄ si mostra he

essa �e uguale alla torsione di Reidemeister, he a sua volta �e uguale [55℄[68℄ al polinomio

di Alexander{Conway. Questo argomento non �e assolutamente rigoroso e non permette di

apire se la funzione di partizione dia il polinomio di Alexander{Conway o il suo inverso.
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2. Calolare espliitamente per aluni nodi semplii l'invariante w

4

.

3. Riavare espliitamente una relazione di matassa.

Come si �e visto, tuttavia, per l'ultimo punto �e neessario apire quale osser-

vabile de�nisa l'invariante per un link. Nella Ref. [25℄ si suggerise he tali

invarianti potrebbero avere la forma:

hC

1

; : : : ; C

n

i

R

(�) := hTr

R

�(C

1

) � � �Tr

R

�(C

n

)i



(4.158)

dove on h�i



si intende il valore di aspettazione \onnesso" de�nito sottraen-

do in tutti i modi possibili i valori di aspettazione dei termini tr

R

�(C

i

).

4.5 La teoria BF pura in quattro dimensioni

ed i 2-nodi

Abbiamo visto nel Cap. 3 he la teoria BF �e una teoria topologia anhe

in dimensione pi�u alta. La presenza di un termine quadratio BdA la rende

trattabile in ogni dimensione. La disussione della Ref. [52℄ mostra inoltre

he anhe la struttura supersimmetria �e presente in ogni dimensione e he,

in assenza di anomalie, essa garantise la �nitezza della teoria. Un'analisi

dettagliata [52℄ mostra he tali anomalie sono assenti in dimensione 3,4 e

5. La teoria BF rappresenta dunque il miglior andidato per lo studio di

invarianti topologii in ogni dimensione.

17

La neessit�a di onsiderare B ome

una (d� 2)-forma, e di assoiarla quindi ad una (d� 2)-sottovariet�a, indue

a pensare he la teoria BF on osservabili possa desrivere gli invarianti dei

(d�2)-nodi.

18

Tali osservabili dovrebbero essere una generalizzazione di quelle

onsiderate nel Cap. 4, e nella Ref. [25℄ per la teoria tridimensionale. Con-

siderer�o qui solo il aso quadridimensionale, gi�a a�rontato preliminarmente

nella Ref. [31℄. Si noti he la teoria tridimensionale si presta ad una gen-

eralizzazione solo nel aso di ostante osmologia nulla, dove l'osservabile

(4.134) non rihiede un'ordinamento lungo il nodo.

17

Pi�u orrettamente si dovrebbe parlare di invarianti lisi (smooth) poih�e la teoria �e

in realt�a invariante per di�eomor�smi [onnessi all'identit�a℄.

18

Si riordi he lo studio delle lassi di equivalenza sotto di�eomor�smi non onnessi

all'identit�a dell'immersione di una sottovariet�a (ossia la teoria dei nodi) �e non banale solo

quando la odimensione �e uguale a due. Infatti un q-nodo pu�o sempre essere siolto se

q < d� 2 e non pu�o essere annodato se q > d� 2.
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4.5.1 L'introduzione delle osservabili

Una prima osservabile disponibile in quattro dimensioni �e la 

0

(K) de�nita

nella (4.39), dove K �e una urva hiusa. Essa �e invariante (sotto l'operazione

di traia) sia per trasformazioni di gauge (3.8) sia per trasformazioni speiali

(3.26) on � = 0. I valori di aspettazione di questa osservabile sono tuttavia

banali (per lo meno nel asoM

4

= R

4

, l'unio qui onsiderato). Una seonda

osservabile non banale potrebbe essere ostituita dalla 

1

(C; fKg), de�nita

nella (4.40), interpretando ora C ome una super�ie hiusa. Tale osservabile

�e ovviamente invariante (sotto l'operazione di traia) per trasformazioni

di gauge (3.8,3.9). Non �e invee banalmente invariante per trasformazioni

speiali (3.26,3.27), on � = 0. Per studiare in dettaglio questo problema

�e neessario introdurre alune notazioni. Si �ssi prima di tutto un punto

base x

0

sulla super�ie C (eventualmente poi potremo usare l'invarianza per

di�eomor�smi per mandare questo punto all'in�nito). Si pensi quindi he

le urve K

x

e K

x

appartenenti alla famiglia fKg abbiano un estremo in x

0

e l'altro in x 2 C e he orrano lungo la super�ie C (ossia K

x

; K

x

2 C).

Ad ogni punto x 2 C potremo assoiare una direzione b ortogonale alla

super�ie. Possiamo inoltre �ssare sulla super�ie stessa un sistema loale

di oordinate (t; n) dove t rappresenta la tangente in x alle urve K

x

e K

x

(ome nel aso tridimensionale imponiamo t

x

K

x

= t

x

K

x

) e n la direzione

normale a t in C. Per ogni x 2 C abbiamo os�� de�nito il sistema loale di

oordinate (t; n; b

1

; b

2

). Risriviamo quindi la (4.40) ome



1

(C; fKg) :=

I

C

dx

t

^ dx

n

H

x

B

tn

(x)H

x

; (4.159)

dove

H

x

:= P exp

Z

K

x

dy

t

A

t

(y); (4.160)

H

x

:= P exp

Z

K

x

dy

t

A

t

(y): (4.161)

Sotto una trasformazione speiale (3.26,3.27), on � = 0, si ha

Æ

2



1

(C; fKg) = �

I

C

dx

t

^ dx

n

H

x

(d

A

�)

tn

(x)H

x

= (4.162)

= �

I

C

dx

t

^ dx

n

f�

t

(H

x

�

n

(x)H

x

) +

�H

x

(�

n

�

t

(x) + [A

n

(x); �

t

(x)℄)H

x

g; (4.163)
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dove nel primo termine della (4.163) ho potuto sostituire la derivata ova-

riante nella direzione t, he �e tangente ai amminiK

x

e K

x

, on una derivata

ordinaria. Si potrebbe fare altrettanto nel seondo termine se sostituissimo

le urve K

x

e K

x

on altre urve

�

K

x

e

�

K

x

he oinidono on le prime salvo

nell'ultimo tratto, he possiamo supporre in�nitesimo, dove formano un'ansa

in modo da arrivare in x on tangente parallela alla direzione n, v. �g. 15. Se

indihiamo on � la super�ie (in�nitesima) dell'area sottesa dalla di�erenza

delle urve K

x

e

�

K

x

(e delle urve K

x

e

�

K

x

), allora possiamo risrivere

Æ

2



1

(C; fKg) =

H

C

d

e

�+ �

H

C

dx

t

^ dx

n

H

x

[F

tn

(x); (�

n

�

t

(x)+

+[A

n

(x); �

t

(x)℄)℄H

x

+O(�

2

F

tn

(x)

2

);

(4.164)

dove

e

�

n

(x) = H

x

�

n

(x)H

x

; (4.165)

e

�

t

(x) =

�

H

x

�

t

(x)

�

H

x

; (4.166)

mentre

�

H �e de�nita ome H nella (4.160,4.161) sostituendo

�

K a K. Poih�e C

�e per ipotesi una super�ie hiusa, il primo termine della (4.164) si annulla

(a patto he �(x

0

) = 0, ome nel aso tridimensionale). Gli altri termini,

in�nitesimi in �, ontengono sempre la omponente tn della urvatura F . Si

noti ora he la teoria BF orrisponde alla rappresentazione integrale della

delta funzionale Æ[F ℄ in tutti quei punti in ui il ampo B non ompare

nell'osservabile 

1

di ui si vuole prendere il valore di aspettazione. Quindi

F

��

(x) = 0 se x 62 C, mentre se x 2 C, poih�e nell'osservabile ompare solo

B

tn

(x), avremo le ondizioni

F

nb

i

(x) = F

tb

i

(x) = F

tn

= 0: (4.167)

Quindi i termini he rendono 

1

non invariante nella (4.164) svanisono

all'interno di un valore di aspettazione. Dunque siamo giunti al risultato

he

hÆ

2

Tr

R

f(

1

(K); 

2

(C; fKg)i = 0; (4.168)

dove f �e una generia funzione. L'annullarsi di tutte le omponenti di F ,

tranne la b

1

b

2

, nella (4.167) implia inoltre he, ome nel aso tridimensionale,

�e possibile deformare liberamente le urve della famiglia fKg, a patto di non

ambiarne la lasse di omotopia; infatti una deformazione he ambia la
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lasse di omotopia genera dei termini ontenenti F

b

1

b

2

he non svanisono.

19

Possiamo usare questa libert�a di deformare i ammini nella famiglia fKg per

introdurre il framing. La ondizione pi�u naturale i sembra la seguente:

1. si introdua una super�ie C

f

in�nitamente viina a C

2. si onsiderino le urve della famiglia fKg ome appartenenti a C

f

anzih�e a C

3. si imponga la ondizione di framing anonio nel modo seguente

�

4

(K;C) = 0 8K 2 C

f

; (4.169)

dove �

4

(K;C) �e il numero di onatenazioni della urva hiusa K on

la super�ie hiusa C de�nito nella (3.6).

Se le onsiderazioni su esposte sono valide, possiamo a questo punto passare

allo studio degli \invarianti" �niti del 2-nodo C. L'\invariante" di ordine

n sar�a de�nito ome il valore di aspettazione della traia dell'osservabile



n

(C;C

f

) de�nita dall'ovvia generalizzazione della (4.129) (o equivalente-

mente della (4.132)). Si noti he l'invarianza per deformazioni delle urve K

sulla super�ie C

f

fa s�� he non sia neessario spei�are qual �e la urva he

onnette i ampi B. Sar�a inoltre possibile onsiderare anhe il valore di as-

pettazione della funzione generatrie �, de�nita nella (4.134). Nella Ref. [31℄

si suggerise he l'invariante os�� ottenuto debba essere legato all'invariante

di Alexander del 2-nodo.

4.5.2 Il alolo degli invarianti

Per veri�are he i valori di aspettazione di ui sopra de�nisono e�ettiva-

mente degli invarianti, l'unia strada pratiabile �e quella di �ssare un gauge

e dedurre espliitamente delle formule analitihe e quindi veri�are, aso per

19

Si noti he la stessa analisi pu�o essere e�ettuata anhe nel aso tridimensionale. Se t

india la direzione tangente al nodo e b

1

; b

2

le direzioni ortogonali ad esso, allora l'osserv-

abile 

1

ontiene solo B

t

(x). L'integrazione funzionale porta quindi alle ondizioni F

tb

i

= 0

he permettono le deformazioni he \allontanano" le urve nella famiglia fKg dal nodo C.

Non �e invee possibile ambiare la lasse di omotopia del framing, poih�e una deformazione

di questo tipo dipende da F

b

1

b

2

.
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aso, se esse davvero non dipendono dalle deformazioni del nodo. La super-

simmetria sottostante alla teoria BF [52℄ assiura anhe in questo aso la

possibilt�a di alolare i valori aspettazione ontraendo in tutti i modi possi-

bili le oppie AB e le terne ABB seondo le (4.22) e (4.23), dove ora per�o l

�e una (1,2)-forma in R

4

�R

4

mentre v �e una (1,2,2)-forma in R

4

�R

4

�R

4

de�nita da

v(x; y; z) =

Z

w2R

4

l(x� w) ^

~

l(y � w) ^

~

l(z � w); (4.170)

dove

~

l �e la (2,1)-forma orrispondente al valore di aspettazione hBAi

0

.

Il gauge assiale

In questo gauge si pone

A

0

= B

i0

= 0; i = 1; 2; 3: (4.171)

Come nel aso della teoria tridimensionale in questo gauge sopravvive solo il

termine quadratio �

ijk

B

ij

�

0

A

k

da ui si riava

l(x) =

1

2

sgn(x

0

)Æ(x

1

)Æ(x

2

)Æ(x

3

) dx

1

^ dx

2

^ dx

3

; (4.172)

e v = 0. Un'analisi analoga a quella del aso tridimensionale dovrebbe

portare [23℄ a degli invarianti dei 2-nodi quando essi siano presentati ome

�lmati di tree (ovvero sequenze di fotogrammi iasuno dei quali ontiene

una treia). Nella Ref. [22℄ sono indiate le mosse he permettono di pas-

sare da un 2-nodo ad un altro ad esso equivalente, generalizzando in quattro

dimensioni le mosse di Reidemeister, in una rappresentazione di questo tipo.

Bisogna dunque veri�are he i valori di aspettazione delle osservabili siano

invarianti rispetto a queste mosse.

Il gauge ovariante

Nel gauge ovariante si ha

l(x) =

1




4

�

����

x

�

jxj

4

dx

�

^ dx

�

^ dx

�

; (4.173)
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ossia il nuleo dell'integrale (3.6) per il numero di onatenazioni. Nel framing

anonio il primo invariante hTr

R



1

i non d�a ontributo. Il seondo invee vale

hTr

R



2

(C; fKg)i = �(4�)

2

2

2

(R)

v

dimR

R

y;z2C

�

R

x2K

y

z

v(x; y; z)+

+

R

x<x

0

2K

y

z

l(z � x

0

) ^ l(x� y)

�

;

(4.174)

dove K

y

z

�e un tratto di urva in C he unise z a y. Per prima osa, quindi,

bisogna mostrare l'indipendenza della (4.174) dalle urve K. A questo punto

segue immediatamente la �nitezza (basta onsiderare K

y

z

ome la geodetia

he ollega z a y) e resta solo da dimostrare he la (4.174) non dipende dalle

deformazioni del 2-nodo C. Bisognerebbe in�ne alolare l'invariante su due

2-nodi non equivalenti per veri�are he esso non �e banale.

Si noti he in quattro dimensioni non esiste una relazione di matassa tra

nodi.

�

E tuttavia possibile [40℄ ostruire una teoria degli invarianti �niti del

tipo di quella di Vassiliev, onsiderando io�e aanto ai nodi anhe le immer-

sioni singolari. Un'appliazione del alolo funzionale potrebbe desrivere

ome ambiano i nostri invarianti sotto queste deformazioni singolari.

4.6 Conlusioni

In questo apitolo si �e visto ome la teoria BF risolva in maniera naturale

i vari problemi he a�iggono la teoria di Chern{Simons. Essa rappresenta

dunque il miglior andidato per lo studio degli invarianti dei nodi. Abbia-

mo visto ome la teoria on termine osmologio riprodua, in un ontesto

pi�u hiaro, gli invarianti di Jones generalizzati. La teoria pura rappresenta

invee una situazione nuova non ottenibile in Chern{Simons e legata al poli-

nomio di Alexander{Conway. Probabilmente �e nel ontesto della teoria BF

pura he �e possibile studiare gli invarianti di Casson (probabilmente legati

ad un'osservabile derivata da quella he ompare nella (4.70)). La generaliz-

zazione quadridimensionale oltre agli invarianti dei 2-nodi [31℄[23℄, ui si �e a-

ennato in questo apitolo, �e legata [24℄ agli invarianti di Donaldson{Witten

[32℄[73℄[76℄.



Appendie A

Gli invarianti dei nodi

In quest'appendie do alune informazioni essenziali sugli invarianti dei nodi.

Per un approfondimento si rimanda alla Ref. [46℄.

La teoria dei nodi studia la lassi�azione di ome uno spazio X pu�o

essere immerso in uno spazio Y . Nella teoria dei nodi lassia X = S

1

e

Y = S

3

. L'immersione di n opie di S

1

in S

3

�e invee hiamata link. Nel

seguito tuttavia parlando di nodi mi riferir�o, impropriamente, anhe ai link.

Due nodi sono onsiderati equivalenti se il primo pu�o essere mandato nel

seondo tramite un di�eomor�smo onnesso all'identit�a. Un invariante dei

nodi �e una funzione on dominio nella spazio dei nodi modulo la relazione di

equivalenza, ossia una funzione dei nodi he d�a lo stesso valore se valutata

su due nodi equivalenti (si noti tuttavia he un invariante pu�o dare lo stesso

valore anhe se valutato su due nodi inequivalenti; si die allora he esso non

li distingue).

La teoria ombinatoria dei nodi si basa sul onetto di proiezione. Si

seglie un piano arbitrario e vi si proietta il nodo. Su tale piano il no-

do apparir�a ome una urva on intersezioni. In una proiezione generia

1

tali intersezioni saranno regolari, ossia tali he i vettori tangenti alla ur-

va nel punto di intersezione non siano paralleli. Chiameremo inroio ogni

intersezione (regolare) di una proiezione del nodo.

�

E possibile assoiare ad

1

Nella letteratura si distingue tra nodi tame e nodi wild. Nei primi le proiezioni singolari

oorrono solo per selte partiolari del piano di proiezione. Nei seondi invee le proiezioni

sono generiamente singolari. Noi i ouperemo dei nodi tame. I nodi wild possono essere

visti ome limiti di nodi tame on numero di intersezioni, in una generia proiezione, he

tende all'in�nito.

101



APPENDICE A. GLI INVARIANTI DEI NODI 102

ogni inroio una onvenzione gra�a, v. �g. 4, per riordare da quale nodo

provenga la proiezione.

Se si lavora ol nodo proiettato, allora �e possibile mostrare [61℄ he due

nodi sono equivalenti se e solo se possono essere ottenuti l'uno dall'altro on

un numero �nito di mosse di Reidemeister, he sono mostrate nelle �gg. 1,

2 e 3. Un invariante dei nodi in questo ontesto sar�a una funzione he �e

invariante sotto tali mosse. Un tale invariante �e detto anhe invariante per

isotopia d'ambiente. Nella letteratura si onsiderano anhe gli invarianti

per isotopia regolare ossia delle funzioni dei nodi he distinguono

^

C

+

,

^

C

�

e

^

C

0

nella �g. 1; essi non sono quindi dei veri invarianti dei nodi, ma possono

essere visti ome invarianti di bande (una banda �e l'immersione di una orona

irolare in S

3

).

Molti invarianti onosiuti soddisfano alla osiddetta relazione di matassa,

ossia una relazione lineare tra gli invarianti valutati sui nodi C

+

, C

�

e C

0

he

di�erisono tra loro solo in prossimit�a di un singolo inroio ome mostrato

nella �g. 4.

Passer�o ora in rassegna i prinipali invarianti sia per isotopia d'ambiente,

ome il numero di onatenazioni, il polinomio di Alexander{Conway, quello

di Jones e quello di HOMFLY, sia per isotopia regolare ome la ontorsione

ed i polinomi di Alexander{Conway e HOMFLY per le bande.

Il numero di onatenazioni e la ontorsione

Il pi�u semplie invariante per un link L a due omponenti �e dato dal numero

di onatenazioni lk(L). Se C

1

e C

2

sono i due nodi he ostituisono il

link, il numero di onatenazioni �e dato dall'integrale di Gauss (2.40), on

lk(L) = �(C

1

; C

2

). Se lavoriamo on una proiezione del nodo, lk(L) pu�o

essere de�nito in maniera pi�u semplie in termini di variabili d'inroio �,

Esse sono de�nite ome segue: dato un inroio tra C

1

e C

2

, la variabile �

assume il valore +1 se l'inroio �e del tipo C

+

e �1 se l'inroio �e di tipo C

�

,

v. �g. 4. Quindi il numero di onatenazioni �e dato da

lk(L) =

1

2

X

p2C

1

uC

2

�(p); (A.1)

dove la somma �e estesa a tutti gli inroi tra C

1

e C

2

. Il numero di onate-

nazioni soddisfa alla relazione di matassa

lk(L

+

)� lk(L

�

) = (L

0

); (A.2)
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dove l'invariante  vale 1 se L

0

ha una sola omponente (io�e �e un vero nodo)

e vale 0 se L

0

ha pi�u di una omponente. Se estendiamo la somma (A.1) agli

inroi di un nodo, otteniamo la ontorsione:

w(C) =

X

p2C

�(p): (A.3)

Essa non �e invariante per isotopia d'ambiente ma solo per isotopia regolare;

infatti sotto la prima mossa di Reidemeister si ha (v. �g. 1):

w(

^

C

�

) = w(

^

C

0

)� 1: (A.4)

Se pensiamo a C ome ad una banda ostituita da C e da un seondo nodo

C

f

, allora �e possibile mostrare he

w(C) + t(C) = lk(C;C

f

); (A.5)

dove t �e la torsione della banda. Essa �e de�nita dando un ontributo �1 ad

ogni on�gurazione ome quella mostrata in �g. 9.

I polinomi di matassa

Si de�nisono polinomi di matassa gli invarianti dei nodi a valori nello spazio

dei polinomi a variabili omplesse he soddisfano ad una relazione di matassa,

ossia tali he i sia una relazione lineare tra gli invarianti assoiati ai nodi

C

+

, C

�

e C

0

valutati per le stesse variabili.

Il polinomio di Alexander{Conway Il polinomio di Alexander rappre-

senta il pi�u antio invariante polinomiale onosiuto [1℄. Se C �e un nodo, il

polinomio �(C; z), z 2 C, pu�o essere de�nito in termini di propriet�a geo-

metrihe del omplemento del nodo S

3

nC. Si veri�a he esso soddisfa alla

relazione di matassa

�(C

+

; z)��(C

�

; z) = z�(C

0

; z); (A.6)

dove C

0

�e un link a due omponenti e l'invariante per C

0

�e de�nito im-

pliitamente da questa relazione. Nella Ref. [29℄, si mostra he �e possi-

bile de�nire assiomatiamente il polinomio �, he quindi hiameremo di

Alexander{Conway, ome quel polinomio he soddisfa alla relazione

�(L

+

; z)��(L

�

; z) = z�(L

0

; z); (A.7)
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dove ora L

�

e L

0

sono link on un numero generio di omponenti. La

dimostrazione he la (A.7) de�nise un polinomio �e immediata: basta notare

he appliandola un numero �nito di volte i si ridue al nodo snodato, ui

viene assegnato un valore ostante, o a link he ontengono n nodi snodati

separati. La normalizzazione lassia �e

�(; z) = 1: (A.8)

Pi�u ompliato �e mostrare he � de�nise un invariante [29℄.

Vediamo ora alune propriet�a he si possono dedurre dalla (A.7) e valide

per il polinomio di Alexander{Conway (per le propriet�a valide per tutti i

polinomi di he soddisfano ad una relazione di matassa, si vedano le (A.17),

(A.15), (A.16), (A.18) e (A.19)). Prima di tutto 'e' una relazione di parit�a

�(L;�z) = (�1)

�+1

�(L; z); (A.9)

dove � �e il numero di omponenti di L. Inoltre la (A.7) implia he �(L; z) =

0 se L �e ostituito da due link separati. Se si sviluppa �(L; z) =

P

n

a

n

(L)z

n

,

allora la (A.7) pu�o essere risritta nella forma

a

n+1

(L

+

)� a

n+1

(L

�

) = a

n

(L

0

): (A.10)

Se si seglie la normalizzazione (A.8), allora i oeÆienti a

n

(L) sono degli

interi.

�

E inoltre possibile reinterpretare i primi oeÆienti ome segue:

a

0

(L) = (L); (A.11)

a

1

(L) =

(

lk(L) se L ha due omponenti

0 altrimenti

; (A.12)

on  e lk de�niti nel paragrafo preedente. Si pu�o mostrare inoltre he

a

n

(L) = 0 se L ha pi�u di n + 1 omponenti. Il oeÆiente a

2

(C), se C �e un

nodo, �e hiamato invariante di Arf. Nonostante he il polinomio Alexander{

Conway possa essere de�nito geometriamente [1℄, tuttavia non si onose

un'interpretazione geometria dei suoi oeÆienti a

n

per n > 2.

Il polinomio di Jones Si tratta di un polinomio a oeÆienti interi nelle

variabili t e t

�1

he soddisfa alla relazione di matassa

tV (L

+

; t)� t

�1

V (L

�

; t) = (t

1

2

� t

�

1

2

)V (L

0

; t): (A.13)

Esso fu ottenuto [45℄ a partire dalle rappresentazioni del gruppo delle tree.
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Il polinomio di HOMFLY Si tratta di un polinomio a oeÆienti interi

nelle variabili t, t

�1

e z he soddisfa alla relazione di matassa

tG(L

+

; t; z)� t

�1

G(L

�

; t; z) = zG(L

0

; t; z); (A.14)

soperto nella Ref. [34℄. Esso ontiene sia il polinomio di Alexander{Conway

�(L; z) = G(L; 1; z) sia il polinomio di Jones V (L; t) = G(L; t; t

1

2

� t

�

1

2

).

Il polinomio di HOMFLY soddisfa alle seguenti relazioni (valide ovviamente

anhe per l'Alexander{Conway e per il Jones):

1. Analitiit�a Il polinomio di HOMFLY �e una funzione analitia a oeÆi-

enti interi e quindi

G(L; t; z) = G(L;

�

t; �z): (A.15)

2. Immagine speulare Se L

!

�e l'immagine speulare di L, ottenuta inver-

tendo il tipo di tutti gli inroi, allora

G(L

!

; t; z) = G(L; t

�1

;�z): (A.16)

3. Inversione Se L

�

�e il link ottenuto invertendo l'orientazione di tutti i

nodi he ompongono L, allora

G(L

�

; t; z) = G(L; t; z): (A.17)

4. Somma onnessa Se L = L

1

#L

2

, dove # india la somma onnessa,

allora

G(L; t; z)G(; t; z) = G(L

1

; t; z)G(L

2

; t; z): (A.18)

5. Nodi separati Se L �e ostituito da due link L

1

e L

2

separati, allora

G(L; t; z)G(; t; z) =

t� t

�1

z

G(L

1

; t; z)G(L

2

; t; z) (A.19)

Il polinomio di HOMFLY pu�o essere normalizzato �ssando un valore per

G(; t; z). La selta analoga a quella usata per l'Alexander{Conway G(; t; z) =

1, rende pi�u semplie la relazione (A.18) (he prende anhe il nome di regola

del denominatore). La normalizzazione naturale derivata dai gruppi quantii

�e invee G(; t; z) = (t� t

�1

)=z, he rende pi�u semplie la (A.19). Tale nor-

malizzazione ovviamente �e impossibile per l'Alexander{Conway, he infatti

non pu�o essere derivato dai gruppi quantii.
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Polinomi invarianti per isotopia regolare

�

E possibile introdurre il poli-

nomio di Alexander{Conway anhe nel aso di una banda [47℄. Esso risulta

essere un polinomio a oeÆienti interi nelle variabili �, �

�1

e z, he soddisfa

alla relazione di matassa

R(L

+

;�; z)�R(L

�

;�; z) = zR(L

0

;�; z); (A.20)

e he sotto la prima mossa di Reidemeister si omporta ome segue:

R(

^

L

�

;�; z) = �

�1

R(

^

L

0

;�; z): (A.21)

Si tratta quindi di un invariante per isotopia regolare. Esso �e legato [47℄ al

polinomio di HOMFLY dalla relazione:

G(L;�; z) = �

�w(L)

R(L;�; z); (A.22)

dove w �e la ontorsione de�nita nella (A.3).

�

E possibile introdurre anhe il polinomio di HOMFLY nel aso di una

banda. Esso risulta essere un polinomio a oeÆienti interi nelle variabili �,

�

�1

, �, �

�1

e z, he soddisfa alla relazione di matassa

�P (L

+

;�; �; z)� �

�1

P (L

�

;�; �; z) = zP (L

0

;�; �; z); (A.23)

e he sotto la prima mossa di Reidemeister si omporta ome segue:

P (

^

L

�

;�; �; z) = �

�1

P (

^

L

0

;�; �; z): (A.24)

Si tratta quindi di un invariante per isotopia regolare. Esso �e legato al

polinomio di HOMFLY dalla relazione:

G(L;��; z) = �

�w(L)

P (L;�; �; z); (A.25)

dove w �e la ontorsione de�nita nella (A.3).
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Fig. 1 La prima mossa di Reidemeister.

Fig. 2 La seonda mossa di Reidemeister.

Fig. 3 La terza mossa di Reidemeister.

Fig. 4 Gli inroi.

Fig. 5 La prima mossa di Reidemeister per una banda.

Fig. 6 Gli inroi per una banda.

Fig. 7 La mossa proibita nel gauge di ono di lue.

Fig. 8 Il nodo snodato 1.

Fig. 9 Il ambio di framing (la torsione della banda).

Fig. 10 Una deformazione del framing permessa.

Fig. 11 Gli inroi singolari.

Fig. 12 Le mosse proibite nel gauge assiale.

Fig. 13 L'e�etto delle mosse proibite nel gauge assiale.

Fig. 14 La regolarizzazione dei punti ritii.

Fig. 15 I ammini K e

�

K sul 2-nodo C.


